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Chapitre 1

Introduction

1.1 Avertissement

Ce document expose des notions relatives aux signaux alatoires, encore appels processus
alatoires, et au traitement des signal aléatoire. Il se développe suivant trois directions

1. La notion de processus alatoire qui permet de décrire des expriences aléatoires dont
le résultat n’est pas simplement décritau moyen d’une variable aléatoire a valeur
scalaire ou vectorielle mais par un signal aléatoire. Dans ce contexte, le signal aléa-
toire peut étre vu a chaque instant comme une variable aléatoire. Mais ici, on est
également amené & s’intéresser a la suite des variables aléatoires qui constituent les
signaux et a leurs relations de dépendance.

2. En particulier, on s’intéressera fortement dans ce cours a la corrélation entre les
variables qui constituent un processus a travers la notion de fonction de covariance.
De méme que la transformée de Fourier joue un role central pour ’étude des signaux
déterministes, on verra qu’il en est de méme pour certaines catégories de processus
aléatoires. La transformée de Fourier des fonctions de covariance et des processus
eux méme sera envisage et exploitée tout au long de ce document. Ainsi, on trou-
vera principalement des notions relatives a la modélisation spectrale des processus
stationnaires au second ordre, ainsi que leur filtrage.

3. Enfin, dans le but d’extraire de signaux aléatoires des grandeurs d’intérét pour
I'utilisateur, on introduira quelques éléments de la théorie des statistiques dont le
champ d’application dépasse largement le seul cadre du traitement du signal.

Les prérequis mathématiques nécessaires pour aborder ce cours sont essentiellement les
bases du cours de probabilits statistiques, ainsi que quelques notions sur la théorie de la
mesure.

On trouvera une justification plus approfondie des résultats présentés dans ces notes de
cours dans [8, 9].
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1.2 Motivation d’un cours de signal aléatoire

Le traitement du signal occupe une place dont les frontires avec des sciences fondamentales
telles que les mathématiques ou la physique, et les sciences de 'ingénieur sont assez floues.
En sciences de I'ingénieur, le traitement du signal intervient en particulier dans I’électron-
ique, I'informatique, 'automatique, ou les mathématiques appliques a des domaines aussi
divers que la finance ou la biologie. Il en résulte plusieurs approches possibles pour la
présentation d’un cours de signal aléatoire, suivant le point de vue de 'auteur. Cette dif-
férenciation des approches s’estompe cependant dans la mesure ot le traitement du signal
devient une discipline clairement identifie.

Bien souvent, les résultats de la théorie du traitement des sighaux déterministes n’est pas
suffisante pour aborder certains problmes. En effet, dans de nombreuses applications les
signaux considrs sont aléatoires, en ce sens que la reproduction de la procédure exprimen-
tale ne conduit pas a la méme observation du fait de la présence de perturbations que
lopérateur ne peut pas matriser totalement. Ces perturbations peuvent étre de nature
varie : phénomnes de bruit additif ou de distorsion agissant sur les signaux transmis,
erreurs liées aux appareils de mesure, ... LL’observation comporte donc certains aléas. La
théorie des probabilits et des processus aléatoires offre un cadre satisfaisant pour mod-
éliser ces aléas. Dans la pratique du traitement du signal, on emploie d’ailleurs souvent
indiffremment le terme de signal pour désigner un processus aléatoire ou une de ses réal-
isations.

Lorsque I'on cherche a extraire une information recherche & partir des observations, il faut
généralement effectuer un traitement, par exemple une moyenne sur plusieurs expriences
successives, afin obtenir une estimation de la grandeur étudiée qui soit acceptable pour
lopérateur.

La modélisation probabiliste des signaux trouve son intérét dans la possibilit que 1'on
a, pour effectuer cette estimation, d’employer les résultats de la théorie des statistiques.
Cette théorie permet également d’envisager la pertinence de la méthode d’estimation
retenue. Ainsi, la moyenne évoqué ci-dessus a pour but d’approcher, en vertu de la loi des
grands nombres, I’espérance mathématique de la grandeur étudiée, cette grandeur étant
décrite par un modle aléatoire.

Dans certains cas, on ne dispose que d’une seule réalisation de I'exprience. Cela peut tre
le cas, par exemple, pour un signal enregistr lors d'une exprience de sismique acoustique.
Dans un tel contexte, la propriété ergodique, lorsqu’elle est vérifiée, est trs utile. Cette
proprit permet en effet d’estimer de facon raisonnable des espérances mathématiques par
des moyennes temporelles calculées sur la base de la connaissance d’une unique trajectoire
du processus observ.

L’étude des signaux déterministes met en évidence I'importance de la transformée de
Fourier. La transformée de Fourier permet d’évaluer la répartition de I’énergie ou de la
puissance de signaux déterministes en fonction de la fréquence. De plus, de nombreuses
transformations des signaux utilises dans les dispositifs techniques et pour la modélisation
de phénomnes naturels sont des opérations de filtrage. Ces filtrages, qui sont des opérations
de convolution des signaux, apparaissent comme de simples opérations de multiplication
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dés lors qu’on travaille dans le domaine fréquentiel. On verra qu’une classe importante et
trs usite de processus aléatoires, les processus stationnaires au sens large (on dit aussi au
second ordre), admet une reprsentation dans le domaine fréquentiel. Cette représentation
permet de traiter simplement le problme du filtrage. Elle permet également d’évaluer, a
travers la notion de spectre d’un processus aléatoire, la facon dont en moyenne la puissance
d’un processus se répartit en fonction de la fréquence.

1.3 Quelques problmes classiques de traitement du sig-
nal aléatoire

Indiquons maintenant quelques problmes trs classiques qui s’inscrivent dans le contexte
du traitement des signaux aléatoires.

1) On considre un oscillateur électronique que I’on excite au moyen d’une diode a bruit, et
dont on cherche & étudier le comportement. Le signal observé en sortie de cet oscillateur
ne ressemble que grossiérement a une sinusoide et n’est pas tout a fait périodique. Dans le
domaine spectral on peut envisager la facon dont, en moyenne, la puissance du signal fourni
par loscillateur se répartit en fonction de la fréquence. Ceci permet en particulier d’évaluer
la fréquence centrale de 'oscillateur et de déterminer des indices de performance tels que
la largeur de bande de l’oscillateur. Cette répartition moyenne de la puissance en fonction
de la fréquence, appelée spectre (chapitre 4), et la fagon dont on peut 'estimer ne sont pas
complétement intuitives lorsque, comme ici, on décrit le signal observ comme la réalisation
d’un processus aléatoire. On verra également que les proprits de convergence d’estimateurs
spectraux classiques tels que le périodogramme peuvent s’avérer décevantes et qu’il faut
prendre quelques précautions pour estimer correctement le spectre d’'un processus alatoire.

2) L’utilisation d’un modle physique pour caractriser les interactions qui conduisent a
la formation d’un signal et a celle de son spectre est souvent difficile. On peut alors
souvent utiliser des modéles spectraux paramétriques tels que les modéles de spectres
rationnels qui conduisent a des descriptions souvent plus simples & estimer mais aussi
plus compactes que des modélisations fondées sur ’analyse des phénoménes physiques qui
ont engendré le signal. En particulier, pour réaliser des systémes de synthése vocale, on
cherche a générer des sons qui possédent des propriétés spectrales analogues a celles de
la parole, au moyen de filtres de fonctions de transfert rationnelles. En excitant de tels
filtres au moyen de suites de variables aléatoires décorrélées ou de séquences périodiques
d’impulsions, suivant le type de sons que l'on cherche & générer, on peut produire un
message oral compréhensible.

3) Lors d’une émission de radio, un signal transmis sur le canal de propagation hertzien
y subit I'action d’un bruit additif avant de parvenir au récepteur. Si on considére que le
spectre du signal utile n’occupe qu'une bande de fréquences limitée et que 1'observation
est perturbée par un bruit additif occupant une bande de fréquences beaucoup plus large,
on peut chercher a placer un filtre au niveau du récepteur afin de limiter la puissance de
bruit recue. Si le filtre laisse passer une bande de fréquences trop large, la puissance de
bruit regue risque d’étre importante. Au contraire, si le filtre ne retient qu'une bande de
fréquences trés étroite, le signal utile peut se trouver fortement distordu par 'action du



1. Introduction 9

filtre. Il faut alors construire des filtres susceptibles de réaliser un compromis.

4) Pour coder ou transmettre numriquement un signal de parole, on procde classiquement
a son échantillonnage puis a la quantification du signal échantillonné. Afin de réduire la
quantité d’informations a transmettre, on commence généralement par effectuer avant la
quantification un filtrage qui vise a le décorréler le signal (filtre d’erreur de prédiction).
C’est, le signal présent en sortie de ce filtre, appelé signal d’erreur de prédiction, qui
est alors quantifi et échantillonné. Ce signal ayant une variance plus faible que celle du
signal initial, il est alors possible, pour un niveau fixé de dégradation introduit par la
quantification (rapport signal a bruit de quantification), de diminuer le nombre de bits
d’information requis pour effectuer cette quantification.

1.4 Ce qu’il faut retenir

Rappelons ici que la connaissance des bases de probabilits est indispensable pour compren-
dre ce cours et que les notions rappelles en cours lors des premires sances sont supposes
assimiles. Chaque semestre, en fonction des Iments plus spcifiquement tudis, vous trou-
verez en encadr dans le document les Iments qu’il est plus particulirement important
d’avoir compris et retenus.



Chapitre 2

Processus aléatoires

Objectif On présente ici quelques notions relatives aux processus aléatoires en s’intéres-
sant plus particuliérement aux propriétés du second ordre des processus. Cette démarche
est motivée par le fait que les statistiques du second ordre sont assez simples a estimer
a partir de I'observation d’un processus et qu’elles permettent de mettre en oeuvre de
nombreuses méthodes de traitement des signaux.

2.1 Généralités

Sauf indications contraires on suppose que les variables aléatoires mises en jeu sont cen-
trées, a valeurs scalaires et complexes. Soit (£2,.4, P) un espace probabilisé. Rappelons
que D'espace vectoriel L?(2, A, P) des variables aléatoires définies sur (2,4, P) et de
variance finie est un espace de Hilbert : c’est un espace vectoriel normé complet, muni
du produit scalaire défini par < X,Y >= E[XY*]. On notera | X [|=< X, X >Y2 la
norme correspondante. On trouvera en annexe une démonstration du caractére complet

de L2(Q, A, P).

Les variables aléatoires envisagées dans la suite seront généralement prises dans L?(£2, A, P).
Dés lors, de nombreux problémes tels que ceux du calcul d'une espérance conditionnelle
ou d’une régression linéaire pourront étre vus comme des problémes géométriques.

2.1.1 Définition

On se donne

— un espace probabilisé (2,4, P), ot Q est Pensemble des résultats de expérience, A
une tribu sur € et P une mesure de probabilité définie sur A,

— un ensemble d’indices T (typiquement N, Z, R...) appelé espace des temps,

— un espace mesurable (F, &) appelé espace des états. On considérera généralement que

1. C’est & dire que & est une tribu de FE.

10
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(E,€)=(R,B(R)) ou (E,&) = (C,B(C)), B(F), désignant la tribu borlienne de F
— une fonction X = (X)er de Q dans E, telle que pour tout ¢t € T', X soit une application
mesurable de (2,.A) dans (E,&). X est appelée fonction aléatoire.
La donne des grandeurs précédentes définit un processus aléatoire. Quand il n’y a pas
d’ambiguité sur les différents ensembles et sur la mesure de probabilité P, on désigne
simplement un processus aléatoire par la fonction aléatoire X = (X;)er.

Notons que X peut étre vu comme une fonction de deux variables :

X TxQ—oE (Lw) = X(tw) = X,w). (2.1)

2.1.2 Loi d’un processus aléatoire

Remarquons que pour un processus aléatoire X = (X;)ier, X peut étre vu comme une
: A : & T T A )

variable aléatoire & valeur dans E*. Notons que E* peut étre vu comme I’ensemble des

fonctions de T" dans F.

Dans ce qui suit I'; représente un élément quelconque de £. On a vu en cours de probabilités
que la notion méme de variable aléatoire suppose I'existence d’une tribu sur I’ensemble
d’arrivée. Si € représente la tribu de E, la tribu correspondante sur E7 est définie comme
suit :

Définition Etant donné espace mesurable (E,£), on définit la tribu £97 de ET comme
la tribu engendrée par les pavés 7y de ET, ou I'y = E, sauf en un nombre fini de
valeurs de ¢ pour lesquelles I'; € £.

On peut en déduire le résultat important suivant :

Proposition 1 La loi d’un processus X est entierement définie par la loi de tous les
vecteurs aléatoires de taille finie ((Xy,, ..., Xs,) que Uon peut définir a partir de X.

En effet, une mesure est entiérement définie par les valeurs qu’elle prend sur une famille
génératrice de la tribu de 'espace mesurable sur lequel elle est définie. La loi Px de X,
définie par

VB € £97, Px(B) = P(X !(B)), (2.2)

est donc entiérement caractérisée par la connaissance de ’ensemble des probabilités
{P((X4y,..., Xy,) el x...xy);neN, ty,...,t, €T, I'y,...,.T, €&} (2.3)
ou

(Xiyyoo oy, X)) €T x 0o x ) ={w e (X, (W), .., Xy (w) €Ty x oo x T} (2.4)
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2.2 Processus du second ordre

On supposera que les processus considérés sont a valeurs dans C, indicés par un ensemble
T (T =N,Z,R,...), et du second ordre, ¢’est-a-dire vérifient

vteT, | X, |?*=E[|X,|*] < c. (2.5)

On définit alors la fonction de moyenne du processus X par

mx(t) = ]E[Xt] = fR a:PXt(dx), (26)

ot Px, représente la mesure de probabilité de X;. La fonction de covariance de X est
donnée par

Rx(t1,t2) =E[(X(t1) = mx(t1))(X(t2) — mx(t2))"] an
2.
= E[X (1)) X (t2)*] — mx (t1)m% (t2),
et sa fonction de corrélation est définie par
px (b1, t2) = Bxltr, o) (2.8)

 /Rx(t1,01)/Bx(ta, t2)

Notons que 'inégalité (2.5) entraine 'existence des fonctions de moyenne et de covariance
du processus considéré.

Une fonction 7(¢;,¢;) est dite de type positif si

M
VM € N,‘v’tl, oty € T,Val, ay €R, Z aiaj*-r(ti,tj) > 0. (29)

i,j=1

Il est clair que la fonction de covariance d’un processus est de type positif. En effet,

M
> awaiRx(tity) =| > aiXy, P> 0. (2.10)

ij=1 i=1,M

Cette propriété a des conséquences importantes, comme on le verra au prochain chapitre.

Pour deux processus X et Y, on définit la fonction d’intercovariance de X et de Y
par

Rxy(ti,t2) =E[(X(t1) —mx(t1))(Y(t2) — my(t2))*]
(2.11)

= E[X(1)Y (t2)*] — mx (t1)my (t2)".

Cette fonction n’est pas en général de type positif.
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2.3 Opérations classiques dans L?(), A, P)

Rappelons que L*(9, A, P) représente ’ensemble des variables aléatoires X sur (2,4, P)
telles que E[|X|?] < oo. Les variables X; d’un processus du second ordre sont donc dans
L3(2, A, P). Dans ce qui suit (X;)er représente un processus du second ordre. Nous allons
maintenant rappeler quelques notions et opérations de base dans L?(Q, A, P), qui sont
couramment utilisées en traitement du signal aléatoire. Plus précisémment, en pratique,
on est par exemple souvent amené a dériver ou intégrer un processus aléatoire par rapport
a la variable ¢ comme §’il s’agissait d’une fonction classique. On va voire comment on peut
facilement définir ces opérations.

2.3.1 Convergence en moyenne quadratique

Définition On dit que X, converge en moyenne quadratique vers la variable aléatoire
X quand t tend vers to, avec to € RU {—00, 400}, et on note lim,_,;, X; "= X, si

lim || X; — X ||>=0. (2.12)
t—to

Le théoréme suivant permet de vérifier simplement la convergence en moyenne quadra-
tique.

Théoréme 1 (Loeve). La limite en moyenne quadratique au point tq existe si et seulement
si E[X, X}] admet une limite finie lorsque t et t' tendent vers ty, indépendamment l'un de
Uautre.

Démonstration Supposons que lim; ,;, X; "X,
[E[X X7 — XX = [E[Xy(Xy — X)* + (X; — X)X7]|

<Xl X = X+ 1 XX = X | (2.13)

S X=X+ XIDIXe =X [+ XX =X ],
et les termes de droite tendent vers 0 lorsque ¢ et ¢’ tendent vers t5. Donc

lim E[X,X;] = X ||*.2 (2.14)

' —to
Réciproquement, supposons que lim; y_,;) E[X; X/] = a, avec a < oo.
| X — Xo [P=]] Xo [P + || X |7 —E[X. X7 - E[Xe X;]. (2.15)

Comme chacun des termes de droite tend vers a quand ¢,t" — to, limg y_, | X¢ — Xy [|?=
0. Donc, pour toute suite (t,)nen qui tend vers tg, (Xy,)nen est une suite de Cauchy et
converge donc dans L%(€, A, P) (puisque c’est un espace complet). Soit X la limite d’une
telle suite. Il est aisé de vérifier que cette limite est indépendante de la suite choisie et
que lim;_;, X; "X, ce qui établit la réciproque du théoréme. 0

2. Remarquons que la convergence de E[X; X,/ vers || X ||? deés lors que lim;_;, X; "0 X est en fait
une conséquence immédiate de la continuité du produit scalaire.
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2.3.2 Continuité en moyenne quadratique

Définition On dit que le processus X est continu en moyenne quadratique au point ¢ si

Ve >0, 36 >0, Y, (Jt — | < 0 =|| X; — Xy |>< o). (2.16)

Il apparat que la continuité en moyenne quadratique au point t signifie en fait que
limyg_y Xy " X,. On peut caractériser la continuité en moyenne quadratique grce au
résultat suivant :

Proposition 2 Pour un processus X centré?®, limy_,; Xy " X, si et seulement si Ry (t1,t2)
est continue au point (t1,tz) = (t,1).

Démonstration
|Rx(t1,t2) — Rx(t,1)] = E[X;, Xj, — X, X7]
= E[(X), = X)(X;, = X - B[X(X = X)) (2.17)
+E[(X;, — Xo) X/

Donc, si X est continu en moyenne quadratique au point ¢, les trois termes de droite
tendent vers 0 lorsque (t1,t2) — (t,t) (d’aprés 'inégalité de Cauchy-Schwarz), et Rx (t1, t2)
est continue au point (t1,t2) = (¢,1).

La réciproque est immédiate si on considére I'égalité
| X; — Xy ||*= Rx(t,t) — Rx(t,t') — Rx(t',t) + Rx(t', ). (2.18)
[

On voit donc que la continuité en moyenne quadratique de X peut étre caractérisée
directement & partir de la connaissance de la fonction de covariance de X. On va voir
qu’il en est de méme pour la dérivabilité ou I'intégrabilité du processus X.

2.3.3 Dérivabilité en moyenne quadratique

Deéfinition On dit que le processus X est dérivable en moyenne quadratique en t € T si
le taux d’accroissement h~!(X,,, — X;) converge en moyenne quadratique lorsque h — 0.
Bien entendu, la dérivabilité en moyenne quadratique entrane la continuité en moyenne
quadratique. Notons X/ le processus dérivé de X au point ¢. On a le résultat suivant :

3. Si le processus n’est pas centré, il faut remplacer dans 'énoncé Rx (t1,t2) par E[X;, X} ].
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Proposition 3 Le processus X est dérivable en moyenne quadratique au point t si et
seulement si 8—2Rx(t1,t2) existe et est finie au point (t1,t2) = (t,t). De plus,

0t10t2
Ryx/(t1,t2) = 321;?1—(52;52)
Rox(tta) =550 (2.19)
Rxx:(t1,t2) = %f;h)‘

Démonstration On utilise le théoréme de Loeve (théoréme 1). La dérivabilité en moyenne
quadratique de X est équivalente a la convergence de

E[(Xt+hh_ Xt)(XtJrh;L/_ Xt)*] (2.20)

lorsque h et h' tendent vers 0.
E[(Xt%fxt)(xtﬂ;;/_xt)*] _ #{Rx(t+h,t+h/});Rx(t,t+h’) _ Rx(t+h,t});Rx(t7t)]7 (2.21)
et la limite, si elle existe, est égale a la valeur de %Rx(tl, to) au point (t1,ts) = (¢,1).

Le reste de la proposition se vérifie directement.

2.3.4 Intégration

On procéde comme pour 'intégrale de Riemann, en considérant des suites de fonctions
en escalier. Le passage a la limite sera pris en moyenne quadratique.

Construction de Y; = [, g(t,7) X dr

Soit P, = {A%;k = 1,N,,} une suite de partitions d’un intervalle I. On note A} la
longueur de A7, et on suppose que
li AY) = 2.22
i e A%) =0 22
c’est a dire que la taille des intervalles A} décroit vers 0. On définit I'intégrale en moyenne
quadratique, notée V; = [ 1 9(t, 7)Xdr comme la limite en moyenne quadratique, si elle
existe, de la suite de variables aléatoires

Y= ) gt i) XAy, (2.23)

k=1,N,

ou 77" est un point quelconque de A}, la limite devant étre indépendante du choix de la
partition. On notera ’analogie de cette construction avec celle de I'intégrale de Riemann.
D’apreés le théoréme de Loeve (théoréme 1), il est clair que I'intégrale Y; = [, g(¢, 7) X dr
est définie en moyenne quadratique si et seulement si E[Y;"Y;*|admet une limite lorsque
(m,n) — oo, c’est & dire si 'intégrale

/ g(t, 1) g(t, 72)" Rx (71, 72)dT1dTy (2.24)
IxI
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est définie au sens de Riemann. De plus, si 'intégrale Y; est définie sur tout intervalle de
valeurs de ¢, on obtient sur cet intervalle un processus dont la fonction de covariance est
donnée par

Ry(tl,tg) = / g(tl,Tl)g(tg,Tg)*Rx(’Tl,TQ)dTldTQ. (225)
IxI

Intégration en moyenne quadratique avec borne variable

Considérons maintenant la variable aléatoire
t
Yi= [ or)x.dr (2.26)

ou ¢(t) est continue et X, est continue en moyenne quadratique.

Proposition 4 Si ¢(t) est continue, et X; est continue en moyenne quadratique, Y; =
fat o(1) X, dT est dérivable en moyenne quadratique, de dérivée égale a ¢(t) X (t).

Démonstration D’apreés le théoréeme de Fubini et I'inégalité de Cauchy-Schwarz,

| 7 = SO X |2 =Bl ey (S0 X = (X0 (9(T)Xor = 6()X,)"drar]

= & e EO() X, — 0(0)X)(0() X — 0(1)X,)")drdr’

IN

2
B (focturon 1 6(7)Xe = 00X, [ dr)

(2.27)
Notons de plus que

| o(7)Xr = @) X¢ [|[< [o(7)] | X = Xo || +](T) — ()] | X |- (2.28)

Donc, d’aprés la continuité de ¢ et la continuité en moyenne quadratique de X, ¢(t)X;
est continue en moyenne quadratique. Par suite, le terme de droite de (2.28) tend vers 0
lorsque A tend vers 0, ce qui permet de conclure.

Intégration par parties

Soient ¢(t) une fonction de classe C' et X; un processus continu, dérivable et de dérivée
continue, en moyenne quadratique. Alors, on peut montrer que

[dmmmzwwx—wmah[¢mxm, (2.29)

et
(6(1)Xe)" = ¢' (1) X + o(t) XF. (2.30)

Remarque : propriétés des trajectoires Rappelons que les trajectoires d’un processus
X sont les fonctions t — X;(w), ot w € Q est fixé. On peut également définir des propriétés
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de continuité, de dérivabilité, ou d’intégration sur les trajectoires du processus, lorsque
presque siirement ces trajectoires sont continues, dérivables ou intégrables. Dans la suite,
on ne considérera que les définitions en moyenne quadratique de ces notions, sauf dans la
définition de l'ergodicité stricte présentée dans le paragraphe suivant.

2.4 Stationnarité et ergodicité

2.4.1 Stationnarité

Définitions Un processus est dit stationnaire au sens strict si Vn € N, Vtq,
T, la loi du vecteur Xy = (Xiy¢y, .., X¢4e,) ne dépend pas de t : VE € R, VI, ..
&,

n

¢
Iy

atn €
LT e

Y

P((th,..,th) el x...x Fn) = P((Xt+t1, -~7Xt+tn> el'l x...x Fn)- (231)

Un processus X est dit Stationnaire au Sens Large (SSL), ou encore stationnaire
au second ordre, si les fonctions de moyenne et de covariance d X ne dépendent pas de
t:
Vi, T e, mx(t+17) = mx(t)
(2.32)

th,tQ,TET, Rx<t1—|—7',t2+7') :Rx(tl,tg).

Remarquons qu’un processus stationnaire au sens strict 1'est également au sens large.
En fait, et de facon générale, les propriétés statistiques définies au sens strict sont plus
fortes que les propriétés au sens large. L’équivalence entre ces deux types de propriétés
correspond au cas ot le processus X considéré est gaussien.

Rappelons la distinction qui doit étre faite entre les notions de processus stationnaire a
I'ordre n qui désigne 'invariance vis a vis de ¢ de la loi des n-uplets X; = (Xyysy, - Xete,, ),
et celle de processus stationnaire au n-éme ordre, qui indique I'indépendance vis a vis de
t des moments du processus d’ordres inférieurs ou égaux a n.

Pour un processus stationnaire au second ordre, Rx (t1,t2) = Rx(t1—t2,0), et on notera
alors simplement Ry (t; — t3) cette grandeur.

Notons que pour un processsus stationnaire au second ordre les fonctions de covariance et
de corrélation coincident a un facteur prés. En effet, dans ce cas, la fonction de covariance
s’écrit simplement px (1) = Ry (0)Rx(t). Ceci explique que les deux notions soient souvent
confondues dans les ouvrages ou les processus considérés sont stationnaires au second
ordre.
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2.4.2 Ergodicité

L’ergodicité est une propriété importante, qui pour un processus stationnaire X permet
d’estimer de facon satisfaisante des grandeurs de la forme E[¢(Xy,, ..., X}, )] & partir de
I’observation d'une trajectoire unique du processus.

Définitions Un processus X = (X;);cr est strictement ergodique si pour toute grandeur

T

aléatoire de la forme Y, = o(Xy, 14, ..., Xy, 14), la valeur de limT_m(ZT)_l/ Y, dt, ou

I'intégrale est définie par rapport aux trajectoires de X, est lorsqu’elle existe presque
sirement indépendante de la trajectoire de X considérée.

Cette définition suppose, bien entendu, que presque toutes les trajectoires de Y; soient
des fonctions mesurables de la variable t.

Pour un processus stationnaire continu strictement ergodique, il apparat alors que

T

. 1 s.
lim — O(Xevsts o Xept)dt = E[¢(Xpyst, - - -, Xonrt)]s (2.33)

c’est a dire que

3N, P(N)=0, YweQ-—N,

L (2.34)
lim; By / O( Xty 1t(W)s - ooy (Xt (W) )dt = E[G( Xy 4t - - o5 (Xipit)]-

En d’autres termes, ’ensemble des trajectoires du processus pour lesquelles la convergence
de l'intégrale vers E[¢( Xy, 14, - .., X4, +¢)] n'est pas assurée est de probabilité nulle.

Cette propriété, connue sous le nom de théoréme de Birkhoff-Von Neumann, se traduit
dans le cas d'un processus stationnaire discret par des relations du type

li !
1m
N—oco 2N —+ 1l

Z ¢(Xll+l7 <o 7Xln+l) = E[¢(Xl17 B aXln)}' <235)

=—N,N

L’ergodicité au second ordre, plus faible que 'ergodicité au sens strict, est caractérisée
par le fait que des expression du type

1 1 .
Z/_T Xt+t1dt7 et Z/_T Xt—i—thtthzdt (236)

dans le cas de processus indicés par R, ou

N N
1 1
m E Xn+n17 et m E Xn+n1Xn+n2 (237)
-N —-N

dans le cas de processus indicés par Z convergent dans L?(Q, A, P) vers des valeurs con-
stantes. Notons ici la condition de convergence en moyenne quadratique, plus faible que
la condition de convergence presque stire imposée pour 'ergodicité stricte.
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Ainsi, un processus SSL valeurs relles X = (X,,),cz est ergodique au second ordre si

th—)oo Wl—i-l Z]_VN Xn+n1 = E[Xn]7
(2.38)

et th—mo ﬁ Z]_VN Xn+n1Xn+n2 = E[Xme]'

Pour mettre en évidence I'ergodicité au second ordre d’un processus stationnaire jusqu’au
quatriéme ordre, on pourra utiliser le théoréme de Slutsky, énoncé ici pour un processus
a temps discret (on obtient un résultat équivalent dans le cas continu). On ne démontrera
pas ce théoréme ici.

Théoréme 2 (Slutsky). Un processus X = (X, )nez, stationnaire jusqu’au quatrieme or-
dre, est ergodique au second ordre si et seulement si

1
. 1 c Ck Y Ck e
Vi e N7 ]\}1_13(1)0 N _El N]E[ n+an Xl XO] - R%{(l) = 07 (240)

et X2 =X, —mx.

Exercices

2.1 Montrez que la somme et le produit de deux fonctions d’autocovariance définissent
encore des fonctions d’autocovariance.

2.2 (Processus gaussien) Soit X = (X;)cr un ensemble de variables aléatoires réelles
telles que Vn € N et Vty,...,t, € R, laloi de X = [X,,,..., X;,|” posséde une densité de
la forme

_ _ 1 _
() = (2) 2 x| expl— (x — mx) T (¢ — )], (2.41)
ol on supposera ici que pour tout vecteur X, [I'x| # 0. X définit un processus gaussien.
a) Vérifiez que mx = E[X] et I'x = cov(X).

b) On suppose de plus que X est stationnaire au second ordre. Montrez que si lim,,_,o, Rx(n) =
0, alors X est ergodique au sens strict. (Indication : rappelons, que pour le vecteur gaussien
centré [Xl, XQ, Xg, X4]7

E[X1 X, X3X,] = E[X1 Xo|E[X3Xy] + E[ X X5]E[ X, Xy + E[X; Xy E[ X5 X3]. (2.42)
2.3 On considére un processus SSL (Stationnaire au Sens Large) X = (X})ier. Montrez

que Rx(0) > |Rx(t)] pour tout ¢t de R, et que si Rx(T) = Rx(0), alors X est périodique
en moyenne quadratique, de période T, c’est a dire que || X;or — X; [|= 0.
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2.4 Soient X et Y, deux processus SSL centrés tels que X, et Y}, soient indépendants
pour tout t; et ty de R. Montrez que Z = XY est un processus SSL.

2.5 Montrez que si une fonction de covariance (R(t))cr est continue en t = 0, alors, elle
est continue en tout point ¢ de R.

2.6 (Bruit blanc) Montrez que les séquences (X,,),cz de variables aléatoires indépen-
dantes de distribution identique définissent des processus stationnaires au sens strict et
que les séquences de variables aléatoires décorrélées de méme moyenne et de méme vari-
ance définissent des processus SSL.

2.7 (Processus harmoniques) Soit X = (X;)cr, avec X; = Zk:m £pe? ™tk Les &,
sont des variables aléatoires et les f; sont des fréquences distinctes.

a) Montrez que X est un processus SSL si et seulement si les & sont des variables aléatoires
centrés et décorrélées.

b) Montrez que X n’est pas ergodique au sens large.
b) Calculez (27)~" [ X;e*™/tdt.

2.8 a) Montrez que les séquences indépendantes et de méme loi (X,)ncz telles que
E[|X1]] < oo définissent des processus ergodiques au sens strict.

b) Montrez que les processus gaussiens X tels que lim,,_,., Rx(n) = 0 sont ergodiques au
sens strict.

2.9 Soit YV; = Xy — Xy, ou X = (X})er est un processus SSL. Vérifiez que Y est SSL et
calculez Ry (t) en fonction de Rx(t).

2.10 Vérifiez que lorsque une matrice de covariance est inversible, son inverse est encore
une matrice de covariance.

2.11 (matrices de Toeplitz) Soit X = (X, )nez un processus SSL. On note Tx y la
matrice de covariance de Xy = [Xo,..., Xy]?.

a) Vérifiez que T'x y est une matrice de Toeplitz, c’est & dire que [Tx n]at1.641 = [Tx.N]ap
pour tout a et b dans {1,..., N}.

b) On suppose que Tx y est une matrice définie positive. Montrez que Tx yiiest une
matrice positive singuliére si et seulement si Ry (/N + 1) appartient a un cercle dont on
calculera le centre et le rayon.

2.12 (intégration) Soit X = (X;);cr un processus SSL et V; = T! ftt_T X, du.

a) Calculer la fonction de covariance de Y en fonction de celle de X. Y est-il SSL 7

b) Calculer l'intercovariance de Y et de X. Les deux processus sont-ils stationnairement
corrélés ?



Chapitre 3

Spectre de puissance des processus
stationnaires au second ordre

Objectif On souhaite évaluer la répartition en moyenne de la puissance d’un processus
stationnaire au second ordre en fonction de la fréquence. Cette connaissance permet de
caractériser certaines propriétés particuliéres du processus telles que la présence de com-
posantes harmoniques dans le signal ou permet d’envisager la mise en oeuvre de techniques
classiques telles que I’échantillonnage sans perte.

3.1 Spectres a densité : Densité Spectrale de Puissance
(DSP)

Dans ce qui suit, on suppose que X est un processus stationnaire au second ordre centré.

Si la fonction de covariance de X est intégrable, ([; [Rx(t)|dt < o), on définit la densité
spectrale de puissance Sx(f) de X comme la transformée de Fourier de la fonction de
covariance :

Sx(f) = [z Rx(t)e *™/tdt.(3.1)

Dans le cas discret, si (Rx(n))nez est absolument sommable cette définition devient

Sx(f) = X nez Rx(n)e 2™ (3.2)

D’aprés le théoréme de Fubini, il est également clair qu’alors

Rx(n) = /Z e?m™ S (f)df, (3.3)

21
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avec Z =] — 1/2,1/2]. En effet,

/eZiﬁnfSX(f)df _ Z Rx(m)/€2iﬂ(n—m)fdf
’ (3.4)

Le lien de cette définition avec la répartition moyenne de la puissance du processus en
fonction de la fréquence ne semble pas immédiat. Pour en donner une justification intu-

itive, on pourra par exemple remarquer que dans le cas discret si > _,  |Rx(n)| < oo,
alors
1 ¢ ik ||2
. - —2i7
Sx(f) = Jim | 2= > Xue ™ (3.5)
k=1

ou, rappelons le, || Y ||= E[|Y|?]. En effet, un calcul rapide permet de montrer que

1 - — k —2m
= > = 3 (1= B e, (3.6)
k=1

k=—n,n

et tend vers Sx(f) lorsque n tend vers +oo, d’aprés le théoréme de convergence dominée
de Lebesgue. Sx(f) apparait donc comme la variance de la transformée de Fourier du
processus & la fréquence f, lorsque la taille du vecteur transformé tend vers +oo.

La fonction Sy, (f) = [n~2327_, Xpe 2™/|2 est appelée périodogramme d’ordre n de
X et sera étudiée dans le cadre de I'estimation spectrale des processus stationnaires.

Il est clair que pour de nombreux processus, tels que X, = £e?™0 on & € L?(Q, A, P),
la séquence des covariances n’est pas absolument sommable (ici Rx (t) =|| & ||? e2™/), et
les intégrales du type (3.1) ne sont pas définies. Dans le cours de traitement des signaux
déterministes, on introduit généralement la théorie des distributions pour pouvoir définir
la transformée de Fourier de fonctions qui, en tant que fonctions, ne possédent pas de
transformée de Fourier. Bien que 'on puisse faire la méme chose ici, on se contentera
d’introduire la notion de mesure spectrale qui constitue un formalisme suffisant pour la
plupart des problémes de traitement du signal aléatoire.
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3.2 Mesure spectrale

Dans le cas général, pour un processus X = (X;);cgr stationnaire au second ordre,
on peut montrer que sa fonction de covariance Ry peut s’écrire comme la somme
de deux termes Rx 1(t) et Rx2(t); Rx1(t) admet une transformée de Fourier qui est
une fonction positive, notée Sx(f), et Rxo est de la forme Rxa(t) = >, ppe® ™/,
ou les coeflicients py sont positifs et le nombre de composantes de Ry »(t) est fini ou
dénombrable. Il en résulte que

Rx(t) = Rxa(t) + Rxa(t) = /

R

2 (F)df + / S o (). (3.7)

On pose alors px (df) = Sx(f)df + > prds (f). px est appelée mesure spectrale de X
et vérifie

R (t) = / I (df). (3.8)

De fagon analogue, pour un processus a temps discret X = (X,,);ez, on aura

R(n) = / e (df), (3.9)

avec Z =] —1/2,1/2] et ou la mesure pux est de la forme px(df) = Sx(f)df +>_ prds. (f),
avec Sy > 0et pp, >0 (—1/2 < f < 1/2).

Notons que si la partie discréte du spectre est nulle, ¢’est a dire si ux(df) = Sx(f)df
ou en d’autres termes si Ry 2(t) = 0, on se retrouve dans les conditions du paragraphe
précédant et on directement la DSP Sx(f) par transformée de Fourier de Ry : Sx(f) =

/ e* ™ Ry (t)dt.

Remarque Les résultats que 'on vient d’indiquer font l'objet d’'un théoréme, appelé
théoréme de Bochner! .

1. On peut définir la notion de mesure spectrale au moyen du résultat suivant :

Théoréme 3 (Bochner). Pour une fonction R(t) définie sur R,

((R(t))ter est de type positif) < lu, mesure positive, ¥Vt € R, R(t) = /Re%”ftu(df), (3.10)
et pour une suite indicée par 7,

(R(n))nez est de type positif < I, mesure positive, Yn € Z, R(n) = /Iez“mf,u(df). (3.11)

Pour un processus X stationnaire au second ordre, sa fonction de covariance Rx(t) est de type positif et
en prenant R(t) = Rx(t) dans le théoréme de Bochner, 'existance de la mesure spectrale, son unicité et
sa positivité apparaissent clairement.
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Exemples

a) La mesure spectrale d'un processus X discret défini par une suite Indépendantes
et Identiquement Distribuées (IID) de variables aléatoires est constante et égale a la
variance ox de X,,. En effet, il est clair que les coefficients de covariance de X sont
de la forme Rx(n) = 0%d0.,, et que ces coefficients coincident avec les coefficients de
Fourier de la mesure de Z de densité constante égale a o%.

b) Pour un processus harmonique défini par X; = 35, £pe2m Ikt il est clair (le vérifier
a titre d’exercice) que la stationnarité au second ordre de X n’est vérifice que si les

variables aléatoires & sont décorrélées. Si de plus ces variables sont centrées,

Ry (t) =34y I &k 17 €m0

_ / IS & | 6y,

k=1,p

(3.12)

ou 9, représente la mesure de Dirac en w. Par suite, la mesure spectrale de X est
px(df) = 34y, I &k II? 95, 1l s’agit donc d’une mesure discréte portée par les points
fioooo fpe

Remarque importante Dans tout ce qui précéde, on a supposé que le processus X était
centré. Lorsque X n’est pas centré, X peut se réécrire sous la forme X; = X7 4+ my, ou
X{ = Xy — myx. Comme le spectre de puissance du signal constant de valeur mx vaut
m3do, le spectre de X est donné par le spectre de X{ (c’est a dire la transformée de
Fourier de Ry) plus m%dy :

px (df) = puxe(df) +m50p.(3.13)

Mesure interspectrale Les processus stationnaires centrés X et Y sont dits station-
nairement corrélés si E[X;,Y;| est indépendant de 7. Dans ce cas, on définit la mesure
interspectrale pxy du couple (X,Y") par

Ryy(t) =E[X¢,Y7]
(3.14)

_ / e2i71'ftluxy(df) )

La mesure pxy n’est pas positive en général. Notons que pxy est définie de facon unique

Ainsi, si X et Y sont stationnairement corrélés et possédent des spectres a densité, le
spectre de aX + bY, ol a,b € C, est de la forme

Saxvvy (f) = al*Sx (f) + [bI*Sy (f) + ab*Sxy (f) + a*bSyx (f)- (3.15)

Notons également que puisque Rxy (t) = Ry x(—t), Sxyv(f) = Syx(f)-
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Exercices

3.1 Soit R(t) =e @ teRet a > 0.
a) Vérifiez que R est une fonction de type positif.
b) Etudiez le spectre correspondant lorsque « tend vers 0.

3.2 (Estimateur spectral du périodogramme) Soit X = (X;)cg un processus SSL
centré de DSP Sx(f). On suppose que X est de carré intégrable et on définit

Sxr(f) = =] / Xe 2t g2, (3.16)
T,T]

a) Montrez que
A t .
E[Sxr(f)] = / ( —%)Rx(t)e_z“rﬁdt. (3.17)
[—27,27]

) Si [ |Rx(t)|dt < oo, montrez que Sxr(f) converge en moyenne vers Sx(f), c’est a
dlre que

hmE“SXT( ) = Sx(f)|| =0. (3.18)

T—o0

Sxr(f) est lestimateur du périodogramme de Sy (f).

3.3 Soit V' = (V,,)nez une séquence de de variables aléatoires de méme loi. On suppose
que E[V,] =0 et que || V, ||*= % < .

a) Notons X,, = Zl:Lq b, V,,_;, pour tout n de Z. Calculez la fonction de covariance et le
spectre de X = (X,,)nez.

b) On définit Y = (Y,,)nez par I'équation aux différences Y, + aY,,_1 = V,, ou |a|] < 1.
Exprimez Y,, en fonction de (V,,_x)r>o. Calculez la fonction de covariance et le spectre de

Y.

c) Reprenez la question b) mais en prenant pour a une variable aléatoire independante
de (V)nez et telle que P(la| < 1) = 1.

3.4 Soit X = (X});er un processus SSL et Y; = X, ,, oll 7 est une constante.
a) Exprimez Ryy et uyy en fonction de Ry et uyx respectivement.
b) Comment peut on retrouver 7 a partir de Rxy 7

3.5 Soit X; = Acos(27 fot + ¢), ot A est une variable aléatoire centrée et ¢ ~ Ujgox. A
et © sont supposées independantes.

a) Montrez que X = (X;)ier est SSL. Que ce passerait-il si ¢ était une grandeur déter-
ministe connue ?
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b) Calculez la fonction de covariance et le spectre de X.

c¢) On suppose maintenant que Y; = A cos(27 fot+p+aZ,;), ol Z est un processus gaussien
centré, SSL et décorrélé avec ¢, de fonction de covariance Rz(t). calculez la fonction de
covariance de Z.

3.6 Soit X = (X, )nez, ou X,, = £e¥™", £ et v sont des variables aléatoires supposées
independantes. On suppose que £ est centrée.

a) Montrez que X est SSL.

b) Notons ¢, (u) = E[e?*] la fonction caractéristique de v et p, la densité de probabilité
de v. Calculez Rx(n) et Sx(f) en fonction de ces paramétres.



Chapitre 4

Représentation spectrale des processus
stationnaires au second ordre

Objectif Au chapitre précédent, on a vu comment représenter la puissance moyenne
d™un processus SSL en fonction de la fréquence. Ici, c’est le processus lui méme que 'on
va chercher a représenter dans le domaine fréquentielle. Cette représentation permettra
d’étudier de facon simple le filtrage des processus stationnaires au chapitre suivant.

4.1 Transformée de Fourier d’'un processus et mesure
spectrale

On supposera, au besoin en soustrayant la moyenne, que les processus considérés sont
centrés.

Rappelons tout d’abord qu’un processus stationnaire au second ordre est d’énergie infinie.
Il en résulte que l'intgrale fPT’T} X.e2™Ftdt n’est pas définie en moyenne quadratique
lorsque T' — 00. On voit donc ici que la construction de la représentation d’un processus
X indic par R dans le domaine de Fourier n’est pas une opration immdiate.

Cependant, notons qu’il est ais d’obtenir une reprsentation d’un processus dans le domaine
de Fourier dans le cas o il est harmonique : en effet, si X est un processus harmonique,
On pourra exprimer sa valeur courante sous la forme

X, = Z§k€2iﬂfkt _ /ReQimﬁf(Z gk(sfk) (41)
k k

>+ &k, apparat donc comme la représentation du processus dans le domaine fréquentiel.
On voit que cette reprsentation

1. est une mesure, du fait de la prsence des mesures de Dirac dy, ;
2. est alatoire, du fait de la prsence des variables alatoires &.

> i &k0y, est alors appellée la mesure alatoire de X

27
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Plus généralement, on montre que

tout processus SSL indicé par R et continu en moyenne quadratique pourra se décom-
poser sous la forme

X, = /R 2t X (df), (4.2)

ol X sera appele mesure alatoire de X.

De méme, tout processus SSL indicé par Z, X = (X,,)nez, pourra s’écire sous la forme
’ ’ ness

X, = /I 27 % (df). (4.3)

4.2 Intégrale stochastique

Considérons un processus SSL X qui admet une mesure aléatoire X. On cherche ici a don-
ner un sens a des expressions de la forme [ ¢(f)X (df), appelées intégrales stochastiques.
Ce type d’intégrale sera utile pour introduire le filtrage des processus SSL.

Soit une fonction ¢(f) quelconque telle que [ |o(f)|*ux(df) < oo. ¢(f) peut s’écrire

comme la limite d’une suite de fonctions ¢, de la forme ¢,(f) = >, v axne*™/. En
utilisant la linéarité de 'intégrale il vient que

/ ou(NX(AN) = 3 X (4.9

k=1,N,

Par passage a la limite on définira /gb(f)f((df) par

/ o(f)X (df) = lim / On(f (4.5)

Indiquons enfin sans démonstration une propriété importante de la représentation spec-
trale des processus

Théoréme 4 5% X(f) représente la mesure aléatoire du processus X, et (¢r)r=12 sont
des fonctions telles que [ |ox(f)*rx(df) < oo alors

E {/gﬁl( X (df) /¢2 ] /¢51 (2(f))" px (df), (4.6)

ot les intégrales sont a prendre sur R ou I selon que les processus sont indi¢és par R
ou 7.

Pour voir tout 'intérét de la formule (4.6), considérons le cas ot ¢, (f) = €™/ (k = 1,2).
On retrouve alors simplement le fait que la fonction de covariance est la transformée de
Fourier du spectre :
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E[X, X;] = E { ez ( / e”mfﬂdf))*} = [t st @

Par ailleurs, en prenant ¢ (f) = L7 rrarp (K = 1,2), on obtient les relations diffrentielles

B || | Do (@] = BIX )R] = (). (19

Une autre propriété, qui découle de la relation (4.6), réside dans le fait que les variables
aléatoires X (A), on A est un intervalle, définies par

X(a) = [ 1 x(a) (4.9)
sont orthogonales pour des intervalles disjoints, c¢’est a dire que

ANA=0 = EX(A)X(A)]= /R Ia, (f)Ta, (f)px(df) = 0. (4.10)

4.3 Echantillonnage

Soit X un processus stationnaire au second ordre indicé par R. Un processus discret
Y = (Y,)nez obtenu par échantillonnage régulier de X est encore stationnaire au second
ordre. En effet, en posant Y,, = X7,

ElYoinYy] =E[XGarnrXor]
(4.11)
= Rx(kT).

Supposons maintenant que X admet la représentation spectrale X; = fR e2imif X (df).

Notons Y la mesure spectrale de Y, et cherchons son expression en fonction de celle de
X. Comme Y,, = X,,1,

Y, :/ezimTfX(df)
R

— Zkez / 62i7TanX(df)
[(k—1/2)T—1,(k+1/2)T—1]
(4.12)

=2 kez /Iemnfj((#)
= [ S ()L

Ainsi, la mesure aléatoire de Y est

Y (df) = ZX(df; iy (4.13)

kEZ
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De plus, d’apres la relation (4.10),

VA € B(T), E[X( T )X*( T )] =0, pour k # [, (4.14)
puisque A € 7 et il est clair que
d k
= dpx( f i (4.15)
keZ

Dés lors que le support de px (df) est contenu dans |—(27) 71, (27) '], on aura simplement
wy (df) = ux(T~Ydf), pour f € L. En particulier, si X posséde un spectre a densité, il
en est de méme pour Y, et Sy (f) =T 'Sx(T~!f), pour f € Z. On retrouve donc pour
les processus stationnaires au second ordre les résultats du théoréme d’échantillonnage
obtenus dans le cadre du cours de traitement des signaux déterministes.

Exercices

4.1 Soit X = (X});er un processus SSL continu en moyenne quadratique et Y; = X; .,
avec 7 € R. Exprimez la mesure spectrale et le spectre de Y en fonction de celle de X.

4.2 Soit X = (X})ier un processus SSL continu en moyenne quadratique et a valeurs
réelles. On pose X (df) = X,.(df) + . X,(df), on X,.(df) et X;(df) représentent respectlve—
ment la partie réelle et la partie imaginaire de X (df). Montrez que X (—df) = X*(df), e
vérifiez que

X, = /0 h cos(2m ft) X (df) + /O N sin(2m f) X, (df ), (4.16)

ol Xl et Xg sont des mesures stochastiques. Exprimez Xl et Xz en fonction de Xr(df) et

X (df).

4.3 Soit Z une mesure aléatoire définie sur F = Z ou sur E = R. On définit le processus
Z par Z(f) = Z(] — oo, f| N E). Montrer que Z est a accroissements orthogonaux, c’est
a dire que pour tous f; < fo < f3 < fy,

E[(Z(f1) = Z2(f3))(2(f2) = Z2(/1))] = 0. (4.17)

4.4 (Matrices de covariance circulantes) Soit X = (X,,)nez, avec Rx(n) périodique,
de période N.

a) Montrez que la matrice de covariance Tx y_; de taille N x N et de terme général
[Tx n—1]ap = Rx(a—Db) est circulante, c’est a dire que les lignes successives de T'x y_1 sont
obtenues par permutations circulaires.

b) Montrez que les vecteurs propres de T'x y_1 sont les vecteurs
d(fi) = (L/VN)[L,e*™x 2 N=DR]T (4.18)
ol fy=kNletk=0,...,N—1.
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c¢) Calculez la mesure spectrale de X en fonction de X, ..., X, .
(Indication : notez que la mesure aléatoire de X est de la forme X =5, &6y, )
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Chapitre 5

Filtrage des processus stationnaires au
second ordre

Objectif On généralise ici les résultats obtenus dans le cadre du filtrage des signaux
déterministes au cas du filtrage des processus stationnaires au second ordre.

5.1 Filtrage des processus stationnaires

Considérons un processus centré X, stationnaire au second ordre et continu en moyenne
quadratique. Il admet donc une représentation spectrale de la forme X, = [, e*"f EX(df).
On définit dans L*(Q, A, P) les opérations de filtrage de X a partir des fonctions H(f)
qui appartiennent a L*(R, B(R), ux) ', par les relations

Y, = [, ATH ()X (df).(5.1)

On a alors | Y (df) = H(f)X (df) | Tl est important de se limiter & des fonctions H(f) qui

appartiennent a L*(R, B(R), ux), afin que le processus Y = (Y;)icr soit également un
processus du second ordre, car

1Y, 2= / H ) Pux(df). (5.2)

Dans le cas discret, X, = [, e2imf X (df) et les opérations de filtrage de X sont définies a
partir des fonctions H(f) € L*(Z,B(Z), ux). On a alors

Y, = /I e27S 1 1) X (df). (5.3)

1. c’est dire que [, |[H(f)[*uX(df) < oo
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D’aprés la conservation du produit scalaire indiquée par la relation (4.6), les covariances

s’expriment en fonction des mesures spectrales par les relations

Ry(t) = E[Vi.,Y] = /R I H ()P (df).
Ryx(t) = E[Vie,X] = / I () (df),

Ryy(t) =E[X,Y?] = / I (f ) (df).

Par suite, les mesures spectrales sont liées par les relations

py(sf) = H(f)px(df)
pyx(sf) = H(f)px(df) (5.5)
pxy(sf) = H*(f)ux(df),

ce qui dans le cas de spectres a densité donne

Sy(f)  =I[H()PSx(f)
Syx(f) =H(f)Sx(f) (5.6
Sxy(f) = H*(f)Sx(f).

(5.4)

La transforme de Fourier inverse des relations prcdentes conduit aux expressions cor-
respondantes pour les fonctions de covariance, connues sous le nom de formules des

interfrences :

Ry(t) = h(t) % h*(—t) * Rx(t),

Ryx(t) = h(t) * Rx(t), (5.7)

ny(t> = h*(—t) * Rx(t)
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Etablissons par exemple 'expression (5.7) pour Ry(t). En utilisant la conservation du
produit scalaire (équation (4.6)) lors de I'intégration stochastique et le théoréme de Fubini,

Ry(t) =E[Y,.Y,]
=B{( [ SO [ K )]
_ / S () H*(f)x(df)
:/ I b (1) (t2) . (df )y i (5.8)

- /IR 2 2imf =) /R h(t)h*(ty — w)dt | px (df )du
= [ 2™ OB () « b (—u)]px (df )du

= h(t) * h*(—t) * Rx(t).

Si X est un processus stationnaire au second ordre indicé par Z, on a des formules ana-
logues telles que

Rrlt) = [ ™ Hf) (). (5.9

5.2 Exemples

5.2.1 Filtrage passe bande et échantillonnage

On considére un processus X, de représentation spectrale X, = fR e%“ftf((sf). Si H(f) =
g, 1(f), alors Yy = [, e¥™*H(f)X(sf) a pour mesure spectrale

MY(df) = H[fhfz}(f)”X (df) (510)

Ce type de filtrage, appelé filtrage passe bande, conduit & un processus dont la répartition
en moyenne de la puissance est la méme que celle de X sur [fi, f2], et est nulle ailleurs.

Considérons en particulier le probléme de I’échantillonnage d’un processus X. Le proces-
sus échantillonné & la période T peut étre défini par X.; = ZnEZ X0, Supposons
maintenant que le spectre de X est porté par un sous intervalle de [—(27)71, (2T)71].
On va voir qu’on peut retrouver X a partir de X, par le filtrage de réponse fréquentielle
H(f) = T_@ar)-1,¢2r)-1(f), dont on notera h(t) la réponse impulsionnelle. Le processus Y
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en sortie de ce filtre vérifie

Y, = (h*Xe)t

=3, h(t — nT)X (nT)

= bt —nT) / 20m0IT () (5.11)

e
nel R

= /R O h(t = nT)e ™)X (df).

nez
Or, pour toute valeur de f contenue dans le support de X ,

Znez h(t o nT)€2i7rnfT — e?iﬂ'ft[h(u)e—%wfu * ZneZ 5nT]u:t

= 2T FH(f = TS, e Onr—1 ()] (5.12)
— einftp-1

Donc, Y, = T7'X,.

5.2.2 Filtre dérivateur

Pour un processus X stationnaire au second ordre, on vérifie aisément que la condition
nécessaire et suffisante de dérivabilité en moyenne quadratique, donnée par 'existence de

%Rx(tl,tg) au point (t,t) s’exprime par [ f?ux(df) < oo. Dans ce cas, la fonction
2imf(t+h) _ 2inft
h— = - ‘ (5.13)

converge dans L?(R, B(R), ux(df)), quand h tend vers 0, vers 2im fe*™/t. Comme

Xt+h - Xt / einf(t+h) o €2i7rft R
= X(d 5.14
— = (df). (5.14)

et [, fPux(df) < oo, X; est dérivable en moyenne quadratique, de dérivée

X = /R 2im feX ™I X (df). (5.15)

La dérivation en moyenne quadratique d’un processus correspond donc a une opération
de filtrage, de réponse fréquentielle H(f) = 2in f.

Exercices

5.1 Soit X = (X¢)ter un processus SSL et un filtre de réponse impulsionnelle h(t) =
Zk:l]ocke*’\’vt]IRJr (t). Calculez la fonction de covariance et le spectre du processus Y en



Exercices 36

sortie de ce filtre lorsque X en représente ’entrée en fonction de Rx et de pux respective-
ment.

5.2 Soit X = (X,,)nez un processus SSL de densité spectrale de puissance Sx(f), et YV
défini par Y, = K1 Zk:O,K—l X k.

a) Calculez le spectre de Y.
b) Calculez Ry (n) quand X est un bruit blanc de variance 0.

5.4 Soit X = (X;)ier un processus SSL de fonction de covariance Ry (t) et de densité
spectrale de puissance Sx(f), qui représente un signal transmis sur un canal de prop-
agation. X se propage vers un récepteur en suivant plusieurs chemins qui introduisent
des atténuations et retards. Finalement, on recoit le signal Y, = Zk}:l,p ar Xy, with
A1y ypyT1,...,Tp € R.

a) Calculez Ry (t) et Sy(f). Montrez que le canal de propagation se comporte comme un
filtre dont on donnera la réponse fréquentielle et la réponse impulsionnelle.

b) On suppose maintenant que les coefficients (aj)x—1, sont des variables aléatoires cen-
trées, indépendantes entre elles et avec X. Calculez Ry ().

5.5 Soit X = (X;);er un pocessus SSL. On suppose que [, f*ux(df) < co et que X vérifie

I’équation différentielle suivante :
d*X
— T X = (5.16)

Montrez que X, = &e ™ 4&e™ o & et & sont des variables aléatoires décorrélées.

5.6 Soit un filtre de fonction de transfert

1 )
gn(2) Z e2imnfoyn (5.17)

2N +1 NN

Tracez |gn(e?™7)| et indiquez I'intérét d’un tel filtre lorsque N est grand.
5.7 Soit h(z) = 12_;1—*;3‘1, avec o] < 1.

a) Montrez que si X = (X,,)nez est un processus du second ordre, il en est de méme pour
le processus Y défini par Y, = [h(2)]X,.

b) Montrez que des processus SSL distincts peuvent avoir le méme spectre.

5.8 Etant donn un processus SSL X = (X,,),ez, indiquez quelle condition il existe un
processus Y SSL du second ordre solution de I’'quation aux différences suivante

Yot Y aYoe=> Xy (5.18)
k=1,p 1=0,q

On montera que Y s’crit comme une version filtre de X, dont on prcisera la fonction de
transfert 10).



Chapitre 6

Processus particuliers importants

Objectif On présente ici briévement quelques familles de processus qui interviennent
souvent en traitement du signal aléatoire. Les processus markoviens indics par R ne sont
pas abordés dans ces notes de cours : un cours entier mériterait de leur étre consacré.

6.1 Processus gaussien

Les processus réels gaussiens sont ceux pour lesquels les lois conjointes des variables
vectorielles de la forme X = [X;,,..., X; ]7 sont gaussiennes. Rappelons qu’un vecteur
gaussien X est caractérisé par une fonction caractéristique de la forme

ox(u) = exp(i.u’mx — (1/2)u'Txu).(6.1)

On montre que mx et I'x représentent alors respectivement le vecteur moyenne et la
matrice de covariance de X. Lorsque |I'x| # 0, X posséde une loi & densité de la forme

fx (x) = (27)~N/2| x|/ exp[— L (x — mx ) T} (x — mx)].(6.2)

1
2

Pour le cas complexe, la densité de probabilité de X est obtenue en identifiant X & un
vecteur aléatoire de R?" dont les composantes sont les parties réelles et imaginaires des
composantes de X.

La donnée d’une fonction m(t) et d’une fonction de type positif R(t1,t5) caractérise en-
tierement la loi d’un processus gaussien pour lequel E[X;] = m(t), et cov[ Xy, Xi,] =

R(ty,t2).

On peut montrer que la limite la limite d’une suite de variables aléatoires gaussiennes
(X, )nen, convergente dans l'espace L?(§2, A, P), est une variable aléatoire X gaussienne.

37



6. Processus particuliers importants 38

De plus, on montre que pour un couple gaussien de vecteurs (X,Y), E[X|Y] coincide avec
la projection orthogonale de X au sens de la norme L? sur I'espace vectoriel engendré par
les composantes de Y. Plus précisément, on a le résultat suivant :

Théoréme 5 Si (X,Y) est un couple gaussien de vecteurs, et mx,my,Ux, Ty, Txy
les moyennes, covariances et intercovariance de ces vecteurs,

E[X|Y] =mx + Txy3H(Y —my), (6.3)

et la lot conditionnelle de X sachant'Y =y est une loi

N(mx + TxyI3H(Y —my), Tx — Txy Ty Ty ). (6.4)

Démonstration Notons
7 =X —myx — TxyI3 (Y — my). (6.5)

Il est facile de voir que

(D)=L [ ]) oo

E[X|Y] =E[Z|]Y]+mx + xy L E[(Y —my)|Y]

Par suite,

=mx + nyr;l(y - TTLy).

Il est également clair que
Ele™ XY =y =E[e™ 2|Y = y]expliv” (mx + Cxy 3 (y — my))]

= exp[iuT(mX + nyr}_/l (y — my)) — %UT(FX — nyr;lr§y>u],
(6.8)

ce qui termine la démonstration. 5

6.2 Processus de Poisson

Les processus de Poisson sont trés utiles pour décrire des phénoménes aléatoires tels que
les arrivées a des instants indépendants de personnes a un guichet, d’appels sur un réseau
de télécommunications, ou le nombre de pannes (supposées indépendantes) d’une machine.
L’étude des processus de Poisson est importante en vue de dimensionner correctement les
machines ou les services chargés de gérer ces phénomeénes.

Définition Un processus de Poisson X = (Xt)t€R+ d’intensité A est un processus a
accroissements indépendants, c’est a dire que si ¢ < to < t3 < t4 alors X3, — Xy, et
Xi, — Xy, sont indépendants, et tel que si t; < t9 la loi de Xy, — X, est une loi de Poisson
de paramétre \(ty — t1), c’est & dire que P(Xy, — X, = k) = (1/kD)A(ty — ty)Fe At2=t),



6. Processus particuliers importants 39

Pour montrer que les processus de Poisson sont susceptibles de modéliser les phénomeénes
évoqués plus haut, notons 7T}, I'instant aléatoire auquel se produit le n®™® événement et
A, = T,,1 — T, Uintervalle de temps entre T, et T,.,,. Le caractére sans mémoire de
I’apparition des événements se traduit par les relations

P(A, >t+h|A, >t)=P(A, > h). (6.9)

On en déduit facilement que A, suit une loi exponentielle dont on notera A l'intensité.
En effet, d’aprés la relation (6.9) P(A,, > t+ h) = P(A,, > t)P(A, > h). En dérivant
cette relation par rapport a h puis en fixant h = 0, il vient que la densité de probabilité
de A,, vérifie I'équation différentielle

fa, () = fa,(0) /too fa, (u)du, (6.10)

dont la solution est
fa, (t) = Aexp(—At), (6.11)

avec A = fa, (0).

Par suite, comme T,, = Ay + ...+ A, et que les variables aléatoires (Ay)reny forment une
suite IID, la densité de la loi de T, est donnée par ’expression

)\ntn—le—/\t

t) = 6.12
qui s’obtient facilement en passant par les fonctions caractéristiques. Cette loi est appelée

loi d’Erlang d’ordre n et de paramétre \.

Si maintenant on désigne par Ny le nombre d’événements qui se sont produits jusqu’a
I'instant ¢, il est clair que N, suit une loi de Poisson de paramétre At :

= P(T, <t) — P(T, 4, <t)

(6.13)

= ﬁ[fot e My du — fot Ae M )

P(N, =n) = MO

n!

De plus, il est facile de vérifier que IV; est un processus a accroissements indépendants. N
est donc un processus de Poisson.

Des résultats complémentaires concernant les processus de Poisson pourront étre trouvés
par exemple dans [2], ou [12].

6.3 Bruit blanc

Deéfinition Un bruit blanc est un processus stationnaire au second ordre qui posséde une
mesure spectrale a densité et dont la DSP est une fonction constante.
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Dans le cas d’un processus a indice discret, on vérifie aisément que cela signifie que le
?

processus est constitué d’une suite de variables aléatoires décorrélées, de méme moyenne

et de méme variance.

Le cas continu est plus délicat a traiter. En effet, la DSP d’un bruit blanc a indice continu
est une fonction constante sur R. Donc, I'intégrale de la densité spectrale n’est pas définie,
ce qui signifie que pour un bruit blanc U on a || U; ||?= +o00; U n’est donc pas un processus
du second ordre! Nous ne traiterons pas ici le cas des bruits blancs a temps continu (voir
par exemple [8] & ce sujet).

6.4 Mouvement brownien

Définition Un mouvement brownien (encore appelé processus de Wiener) issu de ¢ = 0
est un processus B a accroissements orthogonaux tel que les variables aléatoires B; — By
(t' < t) ont des lois gaussiennes centrées et de variance o2(t —t').

Cette définition caractérise un modéle simple de la trajectoire d’'une particule dans un
liquide, pour laquelle on suppose, outre la continuité de la trajectoire, que la particule subit
de nombreux chocs et posséde une inertie négligeable (le processus est a accroissements
orthogonaux) et que les propriétés du milieu, supposé homogéne, n’évoluent pas au cours
du temps (la loi de B, — By, ne dépend pas de 7).

Comme || By, — B; ||*= o?h, il est clair que les trajectoires de B sont continues en
moyenne quadratique, mais nulle part différentiables en moyenne quadratique.

6.5 Processus cyclostationnaires

Un processus X est dit cyclostationnaire de période 71" au sens strict si la loi d’'un n-uplet
Xy, Xy, est la méme que celle de X3, yxr, .., Xt 467, YN,k € N et Vi, ... t, € R.
Il est dit cyclostationnaire au second ordre si on a simplement E[X;,xr] = E[X,] et
Rx(ty + kT, to + kT) = Rx(t1,t2), Vk.

Exemple : Modulations linéaires en transmissions numériques.
Dans de nombreuses situations, les processus observés en transmissions numériques peu-
vent se représenter sous la forme

Xy =Y ATt — kT) + By, (6.14)

keZ

ou les Ay sont des variables aléatoires indépendantes qui constituent les symboles trans-
mis et B; un bruit blanc, indépendant des Ay, qui perturbe la transmission. Les Ay
prennent leurs valeurs dans un ensemble fini {«, ..., ay} avec des probabilités respec-
tives pi,...,pm (D=1 4 pi = 1). Montrons que X; est cyclostationnaire au second ordre,
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de période T :

E[Xt] = E[Ak:]
(6.15)
= i ipi,  avec KT <t < (k+1)T.
SikT <t<(k+1)TetiT <t+r<(+1)T,
E[X,.,X7] = E[AJE[A]]
= (X ipi)® sik 1,
(6.16)

E[Xu-X7] = E[ A+ || Be [I* 0o,
= imim aZpi+ || By ||? dor sik=L.

Pour 0 < o < T, E[ X4 r40X}, o] peut donc différer de E[X,.X/] : prendre par exemple
O<t<T—aetT—a—t <71 <T—t. Mais pour a =T ces deux termes sont identiques,
ce qui établit le résultat.

Pour pouvoir utiliser les résultats obtenus au cours de 1’étude des processus stationnaires
dans un contexte cyclostationnaire, on pourra chercher a se ramener au cas stationnaire
en faisant appel au résultat suivant :

Théoréme 6 57 X est cyclostationnaire strict de période T, le processus Y, = X;_y, 0oU
¢ est une variable aléatoire de loi uniforme sur [0,T] est stationnaire au sens strict. Les
fonctions de répartition Fx et Fy, notées sous la forme

Fx(xy,...,xp;t1, .. t,) = P(Xy, <21y, Xy, < @), (6.17)
sont alors liées par la relation

1

T
Fy (Y, oy ynite, oo ty) = T/ Fx(y1, .. yn;ti — 7, ...ty — T)dT. (6.18)
0

S1 X est cyclostationnaire au second ordre, Y est alors stationnaire au second ordre, et

EY] =4/, EIX]dr
(6.19)
et Ry(t) =% [ Rx(t+7,7)dr

6.6 Processus circulaires

Un processus X est circulaire si le processus Z défini par Z,, = X,.e??, V0 € R, a la méme
loi que X. On dit que X est circulaire au p-éme ordre si seulement les moments de Z
jusqu’a l'ordre p sont identiques aux moments correspondants de X. On montre alors que
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Proposition 5 Un processus aléatoire complere X est circulaire au p-éme ordre si et
seulement si tous ses moments

el 1T xm 11 (6.20)
> am=a S bp=b

sont nuls dés que a # b et a + b < p.

Indiquons également le résultat suivant, caractéristique des variables aléatoires circulaires
au second ordre :

Proposition 6 La variable aléatoire complere X = X; + iXs, ot X et Xy sont des
variables aléatoires a valeurs réelles, est circulaire au second ordre si et seulement si elle
est centrée, || X1 ||=|| X2 || et E[X1X3] =0.

Démonstration D’aprés la proposition (5), X est circulaire au second ordre si et seule-
ment si E[X] = 0, et E[X?] = 0. La deuxiéme relation se traduit par

E[X?] = (| X1 [I* = | X2 [I?) + 26E[X1X] =0, (6.21)
soit ” X1 H:H X2 H et E[XlXQ] = 0. |

Notons une conséquence directe de ce résultat : si X = X; 4+ iX5 est une variable aléa-
toire circulaire gaussienne de variance 0%, on vérifie alors facilement que sa densité de
probabilité peut s’exprimer sous la forme d’une fonction de la variable scalaire complexe
T =T+ 1Ty :

@) = Ly exp( ) (622)

T) = ex . .
mo% PV g2

Pour ce qui concerne les vecteurs circulaires gaussiens X = [X1,..., X,|T = X, +iX;,,

on vérifie facilement qu’ils sont caractérisés par les relations E[X] = 0, E[X, X]] =

E[X;X]], et E[X,X]] = —E[X;X]]. En considérant la fonction caractéristique du vecteur
(X, XTT, il est alors possible d’établir que la densité de probabilité de X peut s’exprimer
comme une fonction de la variable vectorielle complexe x = z, + 1x; :

1

= ———exp(—2"Cy! 2
WN]CX\eXp( " Cy x), (6.23)

Ix(z)

ot n est la taille de X et Cx = 2E[X, X]].

6.7 Processus multivariés

Les processus multivariés sont des processus a valeurs dans un espace produit. On se place
en général dans l'espace CF. Tous les résultats concernant les propriétés spectrales des
processus scalaires stationnaires au second ordre présentés dans ce cours se généralisent
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alors au cas vectoriel. Notons simplement qu’alors, la fonction de covariance de X est a
valeurs matricielles, et la représentation spectrale est exprimée sous la forme

R(t) = /R 20 (). (6.24)

ou () est une mesure hermitienne positive ; c’est a dire que les termes de la matrice €2 sont
des mesures et VA € B(R), 2(A) est une matrice hermitienne positive.

En traitement du signal '’emploi des processus multivariés peut étre utile, en particulier
pour décrire un signal observé simultanément sur un ensemble de capteurs. De plus, les
équations différentielles linéaires d’ordre k, ou les équations aux différences dans le cas
de processus discrets, qui mettent en jeu des processus scalaires pourront étre étudiées
comme des équations différentielles linéaires du premier ordre relativement & des processus
multivariés de dimension k.

6.8 Chaines de Markov

6.8.1 Définition

On supposera que les variables aléatoires considérées sont a valeurs dans E (typiquement,
E=Rou E=R").

Les chanes de Markov jouent un role important dans de nombreux domaines. Ils permet-
tent de décrire des phénomeénes qui dépendent & chaque instant (ou en chaque point, selon
le sens que 'on donne a la variable t) comme une fonction de la valeur prise & l'instant
predant (resp. aux points voisins) et de la valeur prise a U'instant considéré par un bruit
blanc. Cela se traduit par la définition suivante :

Définition 1 Une chaine de Markov a valeurs dans E est un processus aléatoire X =
(Xn)nen tel qu’il existe un bruit blanc U = (U, )nen €t une suite de fonctions (9,)nen qui
vérifient pour tout n > 0

Xny1 = ©n( X, Up). (6.25)
Lorsque ®,, ne dépend pas de n, la chaine de Markov est dite homogéne.

Proposition 7 57 X est une chaine de Markov,

P<Xn+l € A’Xn = $n,Xn_1 =Tp—1y.-- ,XO = l’o) = P(Xn—‘rl € A|Xn = Z’n) (626)

Cette propriété est souvent utilisée comme définition des chaines de Markov. La définition
envisagée ci dessus est mieux adaptée a la simulation informatique ou les chaines de
Markov jouent un role trés important.
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Exemple (marche aléatoire) La chaine de Markov définie par X, = X,, + U,, peut
décrire la suite des gains dans un jeux de pile ou face si P(U, =1) = P(U, = —1) =1/2
ou la suite des valeurs obtenues par échantillonnage régulier d’'un mouvement brownien
lorsque U, ~ N(0, c?).

Remarque Dans certaines situations, le processus X n’est pas directement markovien
mais on a des relations du type X, 11 = ©,(X,,, X;—1, ..., Xn—p, U,).Il apparait alors, en

posant Y, = [X,,,..., X,_,]7 que I'on une relation du type
D, (Yn, Un)
1 0--- 0
Yo = 0 1 .- olv.|™ U(Yy,Uy,). (6.27)
0o - 1 0

On se raméne ainsi & une description markovienne du phénoméne.

6.8.2 Espace d’état fini

Supposons maintenant que E soit un ensemble fini, en notant par exemple (et sans perte
de généralité) £ = {1,2,..., N}. Supposons également que la chaine de Markov X soit
homogéne. On note

Pi; = P(Xn-l-l = ]|Xn = Z) (6'28)

La matrice P de taille N et de terme général [P];; = p;; est appelée matrice de transition
de X.

™ — P(X, = j|Xo =

Proposition 8 Les probablités de transition a n pas, définies par p;;

i) sont fournies par les éléments de la matrice P™ :

pg” = [P";;. (6.29)

On déduit alors du fait que P* = P'P" ! (1 <1 <n—1) que

n l n—I
pi = > i, (6.30)

k=1,N

Cette formule est appelée équation de Chapmann-Kolmogorov. Elle signifie que la
probabilité de passer de 1’état ¢ a 'état j en n étapes revient a aller de I’état 7 & un état
k quelconque en [ étapes puis de I'état k£ a I'état 7 en n — [ étapes. Le calcul des pgb)
s’effectue en prenant en compte toutes les valeurs possibles de I'état intermédiaire k.

Notons maintenant p(n) le vecteur ligne qui décrit la loi de X,. Il est clair que

P+ 1] =) pn)]py. (6.31)

i=1,N

On en déduit le résultat suivant :
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Proposition 9 pour m > 1,
p(n) =p(n —1)P = p(0)P". (6.32)

Définition 2 Un vecteur v de dimension N X 1 représente une mesure de probabilité
stationnaire pour une chaine de Markov de probablilité de transition P si

VP = . (6.33)
Notons qu’alors, vP™ = v, ¢’est a dire que si la loi de X est donnée par p(0) = v, alors
la loi de X, est donnée par p(n) = v.

Il est clair que les mesures stationnaires correspondent & des vecteurs propres a droite de
PT et que la valeur propre correspondante est égale & 1.

De nombreux ouvrages sont consacrés aux processus markoviens et aux chaines de Markov
auxquels on pourra se référer pour plus de détails.

Exercices

6.1 Soit X = (X})ier un processus SSL centré et

T—[t|/2

Raal) = D) [ XX (6.34)
7T+|t|/2

a) Calculez E[Rx r(t)].

b) Si X est gaussien, montrez que la variance de Ry p(t) vaut

1T (1t

3T ) (R (1) + Rx(u+t)Rx(u —t))du. (6.35)

2T ) ri)2

6.2 (Processus a accroissements orthogonaux) Soit X = (X;);cg un processus centré
a accroissements orthogonaux, c’est a dire tel que

E[(Xt4 - th)(th - Xt1)} =0, (636)

pour t; <ty < t3 < t4. On suppose qussi que || X;, — Xy, ||> = o?|t2 — t1]. Montrez que
les variables aléatoires X; — X sont gaussiennes.
(Indication : considérez la fonction cacractéristique de

Xy — X, = Z (Xt (ot 1) (t—s)/N — Xoth(t—s)/N), (6.37)

k=0,N—1

et faites tendre N vers +00.)
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6.3 (Mouvement brownien) Soit X; = h™'(Wyy, — Wy), ot W = (W,)ser est un
mouvement Brownien. Montrez que

Rx(t) = h™ ' (1 = Kt M_pp (1), (6.38)
et que ,
Sx(f) = (Slr;(;;f ) : (6.39)

6.4 (Spectre de certains codes numériques) La DSP d’un processus cyclostation-
naire X = (X;);er de période T' est definie comme celle du processus stationnaire Y =
(Xt4g)ter, OU ¢ est une variable aléatoire de loi uniforme sur [0, 77.

Soit A = (A, )nez une séquence stationnaire de symboles réels et h(t) un signal connu,
avec h(t) = 0 pour t € [0,T[. Xy = >,y Arh(t — kET) représente le signal utilisé pour
transmettre le symbole A,,.

a) Montrez que le spectre de X est
px(df) = [T ep Ra(k)e >™T] |H(f)]Pdf

+ T72|E[An]|2 Zk::—oo,oo |H(%)|25/€/T

(Remarque : comme E[A,,] peut étre non nul, cette particularité doit étre prise ne compte
dans le calcul du spectre.)

(6.40)

b) Calculez la DSP des codes suivants :

— code NRZ (Non-Return to Zero) : les Ay (k € Z) sont indépendants, P(A, = £1) = 1/2
et h(t) = ]I[()’T[(t);

— code M-aire : les A sont indépendants,

P(Ay==41)=P(A,=+3)=...=P(Ay =M — 1) =1/M (6.41)

et h(t) = ]I[Oj[(t);

— code RZ (Return to Zero) : les Ay sont indépendants, P(Ay = +1) = 1/2 et h(t) =
Lo xr((t) (A €]0,T));

— code biphase : les A, sont indépendants, P(A, = £1) = 1/2 et h(t) = Lo p(t) —
Wi o,7((t) ;

— code AMI (Alternate Marked Inversion) : les Ay ne sont pas indépendants. Une séquence
supposée indépendante et équiprobable de 0 et de 1 doit étre transmise : les 0 sont
codés par Ay = 0 et les 1 alternativement par par Ay = 1 et Ay = —1. h(t) =
Wo.7/2((t) — Lyzyo,7(t).

¢) Quel vous semble étre l'intérét particulier de chacun de ces codes?

6.5 (Covariance cyclique) Soit X = (X,,),ez un processus cyclostationnaire de période
T. Montrez que Vm,n € Z Rx(m + n,m) peut encore s’écrire

Rx(m +n,m) = Z Ry(n)e2mkm/T (6.42)

k=0,T—1

et exprimez Ry(n) en fonction de Ry. Les T séquences (Rg(n))nez, k = 0,7 — 1, sont
appelées covariances cycliques. A quoi la séquence (Ry(n)),ez correspond t’elle ?
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6.6 Pour £ = {—2,—1,0,1,2}, simulez la chaine de Markov dont les états initiaux sont
équiprobables et dont la matrice de transition est

02 0.1 03 04 0.1
0 02 03 0 05

P=[03 03 0 04 0 (6.43)
0 03 03 03 0.1
0 1 0 0 0

6.7 Soit X une chaine de Markov de matrice de transition

P:[lga 135} (6.44)

a) Calculez P™.

b) Etudiez la convergence du vecteur de probabilité p(n) de X,,.

6.8 On considére une chaine de Markov homogéne & 5 états notés A, B, C, D et E. Les
transitions suivantes ont des probabilités nonnulles: A - A, A— B, B—~ A, B—
¢, B—-D, 6K B—-FEF (C—B, D—-D, D—F F—-C, FE—D  FE—E.

a) Dessinez le graphe de ces relations.

b) On suppose que depuis un état quelconque fixé toutes les transitions sont équiprobables.
Ecrire la matrice de transition de la chaine.

c¢) Rechercher la solution stationnaire de la chaine.



Chapitre 7

Transformations non linéaires des
processus.

Objectif Les transformations subies par les fonctions de covariance des processus dans les
systémes non linéaires ne s’expriment pas au moyen de formules aussi simples que celles
obtenues dans le cadre du filtrage. En fait ’étude de ces relations doit généralement étre
faite au cas par cas. On présente ici quelques exemples simples de transformations non
linéaires sans mémoire que 1’on rencontre couramment dans les domaines de 1’électronique
et des télécommunications.

7.1 Deétecteur quadratique et limiteur saturé.

Dans ce paragraphe, X désigne un processus indicé par R, stationnaire au second ordre,
centré et a valeurs réelles.

7.1.1 Détecteur quadratique.

Un détecteur quadratique est utilisé par exemple pour mesurer une puissance recue. La
sortie d’un détecteur quadratique de signal d’entrée X; est de la forme Y; = X2. Si fx, (z)
désigne la densité de probabilité de X, celle de Y; s’en déduit simplement et est donnée

par
1

fn@)ZZV@UkA¢@%aﬂﬂ—v@D- (7.1)

Si de plus X est gaussien et centré, il apparait que
Ry(t) = ]E[X2+tX72‘] - E[X7%+t]E[X3}

(7.2)
= 2R% (1),
car pour des variables aléatoires réelles gaussiennes Xy, Xo, X3, Xy,
E[X1 X X3X,y] = E[X 1 Xo]E[ X3 X, + E[X; X3]E[ X, X,4| + E[X; X, |E[ X5 X3]. (7.3)

48
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Remarquons maintenant que dans le cas d’un processus réel stationnaire gaussien centré,
indicé par R, le théoréme de Slutsky s’exprime par

1
lim —— Rx(t)dt = 0, 7.4
[, (1.4

et VI € R,
limT*)OO % f[fT,T} E[XtXt+leX0]dt — Rx(l>2

= limy_ 00 55 Jiorm(Rx (@t + D) Rx(t — 1) + Rx(t)?)dt (7.5)

= 0.
D’apres I'inégalité de Cauchy-Schwarz, cette derniére condition est vérifiée dés lors que
1
lim — R%(t)dt = 0.

T—o0 27T [-T,T)

Sous ces conditions d’ergodicité, I'estimateur

1

Ur = —

XZ2dt (7.6)

de la puissance du processus converge en moyenne quadratique vers Rx(0) quand T" tend
vers +o00.

7.1.2 Limiteur saturé.

On considére le limiteur saturé dont la sortie est donnée par Y; = sign(X;). C’est typi-
quement la forme de la sortie d’un amplificateur opérationnel sans contre-réaction.

Il est clair que P(Y; =1) = P(X; >0) =1— P(Y; = —1) et que si X est centré
Ry(t) = P(Xt+TXT > 0) - P(Xt+7—X7— < 0) (77)
On pourra vérifier le résultat suivant a titre d’exercice.

Proposition 10 Si X est un processus gaussien, centré et stationnaire au second ordre,
la fonction de covariance de la sortie du limiteur saturé est donnée par

Ry(t) = % arcsin ( gi((é))) | (7.8)

7.1.3 Théoréme de Bussgang.

Le résultat suivant, valable pour les transformations sans mémoire, peut étre utilisé pour
simplifier le calcul pratique de la covariance d’un processus.
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Théoréme 7 (Bussgang). Soit X un processus stationnaire, centré et gaussien, et g
une transformation sans mémoire. Alors, en notant V; = g(X;), Rx(t) est proportionnel
a ny<t).

Démonstration
Rxy(t) =E[Xi,9(X7)]
— E[E[X,rg(X,)|/X.] (7.9)
— Elg(X,)E[Xi|/X.]].
Mais comme X est gaussien et centré,

]E[Xt+T’/XT] = ]E[Xt+TXT]<E[XTXT]>_1XT
(7.10)
= Rx(t)Rx(O)ilXT.

Donc Rxy (t) = Rx(0)"'Ry(x) x (0)Rx (t), ce qui établit le résultat. o

Ainsi, en reprenant par exemple le cas du limiteur saturé, ¢’est a dire pour g(z) = sign(x),

Rx(0)

Bx(t) = g

E[X;4rsign(X;)]. (7.11)
Cette formule peut étre utilisée en pratique pour estimer Rx(t) avec un cotit de calcul

faible.

7.2 Modulation en amplitude des processus.

On considére le processus Y obtenu en modulant 'amplitude d’un signal sinusoidal par
un processus stationnaire au second ordre et centré X :Y; = X; x cos(27 fyt). Alors,

1 )
Y, _/Rﬁ[e%ﬁ(f_ﬂ))t—i_ e2im(f+fo) ] (df)
(7.12)

:/62iwft[X(df+fo) + X (df — fo)]
R 2

et Y(df) = (1/2)[X(df + fo) + X (df — fo)]. Supposons que le support de px est dans un
intervalle [— f., f] tel que fy > f.. Les supports de X(df + fo) et de X(df fo) sont alors
disjoints et

py (df) = [Mx(df + fo) + px(df — fo)]. (7.13)

A un facteur prés, le spectre de Y est donc obtenu par translation du spectre de X autour
des fréquences — fy et + fj.
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7.2.1 Modulation en phase et en quadrature.

Si Xi, et Xy, sont des processus centrés, stationnaires du second ordre, stationnairement
corrélés et a valeurs réelles, on peut définir la modulation en phase et en quadrature de

Ces Processus par
Y1+ = Xy cos(2mfot) — Xoysin(27 fot). (7.14)

Y] est centré, et

ElY; Y:] = 3[Rx,(t) + Rx,(t)] cos(2m fot) + 3[Rx, () — Rx,(t)] cos(4m for + 27 fot)
1Ry, x, (1) + Ry, (1) sin(d for + 27 fot)

+%[RX1X2 <t> - RX2X1 (t)] Sin(Qﬂ-fot)‘
(7.15)
Donc Y] est stationnaire au second ordre si et seulement si Rx, (t) = Rx,(t) et Rx,x,(t) =
0, c’est a dire si X; et X, sont de méme puissance et décorrélés. On supposera dans la
suite que cette condition est satisfaite.

La modulation en phase et en quadrature permet de transmettre de facon simultanée
deux signaux dans une méme bande de fréquence. Les deux signaux ainsi modulés peuvent
ensuite étre séparés de fagon simple. Supposons en effet que les processus X; et X, ont
pour support spectral [— f., f.]. Dans ce cas, le spectre de Y est porté par

(—fe = fo, fe = fol U [=fe + fo. fe + fol- (7.16)

En pratique les fréquences fy et f. sont généralement connues et fy >> f.. X; et X,
peuvent alors étre retrouvés a partir de Y par les transformations

let = 2ch [COS(Qﬂ-fUt)Y;]
(7.17)
Xoy = 2Fy,[—sin(2m fot) V1],

ot Iy, représente 'opération de filtrage de réponse fréquentielle Ty, 7(f). L’opération
(7.17) est connue sous le nom de démodulation en phase et en quadrature.

Indiquons par ailleurs que 'on peut introduire une représentation complexe des signaux
modulés en phase et en quadrature en notant

Yo(t) = Xi4sin(2m fot) + Xy cos(2m fot)
Zt = YVLt + Z.}/Q,t (718)

_ (Xl,t + Z'X27t)€2mf0t.

7.2.2 Représentation analytique et modulation BLU.

Introduisons maintenant la notion de processus analytique associé & un processus. Le filtre
de Hilbert est défini par la réponse fréquentielle H(f) = —i.sign(f). La transformée de
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Hilbert du processus X est donc donnée par
X, = / —i.sign(f)e2™ X (df). (7.19)
R

La mesure aléatoire de X est donnée par —i.sign(f)X (df). Comme X est a valeurs réelles,
il est clair que X (df ) = X (—df)*. Cette propriété est encore vérifiée par la mesure aléatoire
de X ; X est donc également un processus a valeurs réelles, car

X, = 2Re| /R 2mILX (df)). (7.20)

Le processus défini par Z; = X, + iX, posséde alors la propriété remarquable d’avoir un
support spectral contenu dans R :

pz(df) = 4 % Ig, (f)x (df), (7.21)
car Z(df) = X (df) +iX(df) = [1 + sign(f)| X (df).

Par ailleurs, X peut étre obtenu facilement a partir de Z : Z; = X; + i)~(t et X; et Xt sont
réels, donc X; = (Z; + Z}) /2.

Si le support de Sx(f) est borné, il apparait que Sz(f) occupe un support de taille 2
fois moindre. Cette propriété est exploitée en transmissions pour limiter la bande pas-
sante de signaux transmis sans perte d’information. En effet, on transmet parfois le signal
Z; cos(2m fot) plutot que X; cos(2m fot). Cette technique est connue sous le nom de modu-
lation BLU (Bande Latérale Unique).

7.2.3 Représentation de Rice.

On peut se demander si pour un processus stationnaire réel Y; donné on peut obtenir une
représentation du type (7.14). Pour f; fixé, on peut poser W; = Yie 2™/t = X, + i Xy,

On a alors ‘
Y, = Re[W;e*/l]

(7.22)
= Xy cos(2m fot) — Xosin(27 fot).
La représentation cherchée existe donc, mais elle n’est pas unique. Ainsi, pour toute
valeur de ¢ fixée, on peut par exemple définir X, ; + i Xy, = Ve 2™oi+i® Considérons la
représentation particuliére définie par

Zy = X+ 11X,
(7.23)
_ (Y; + iﬁ)e_%ﬁfot,

oi Y est la transformée de Hilbert de Y. La représentation (7.14) correspondante est
appelée représentation de Rice. Le processus Z; est appelé enveloppe complexe de Y. Sa
mesure aléatoire et sa mesure spectrale sont données par

~

Z(df)  =2xTp, (f + fo)Y(df + fo)

et pz(df) =4x1r, (f+ fo)py(df + fo).

(7.24)
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Lorsque fy ne représente pas une fréquence connue, on considére souvent la représentation
obtenue pour la valeur de fy qui minimise [, (f — fo)?uy (df), cest a dire

1
fo= m/ﬁfﬂﬂdf) (7-25)

Revenons maintenant sur I'opération de démodulation des signaux modulés en phase et
en quadrature. La démodulation du processus Y, dont le spectre est porté par [—f. —
fo, fe— folU[—=fe+ fo, e+ fo], fournit la représentation de Rice de Y. En effet, la mesure
aléatoire de X; + X5, ou X et Xy sont fournis par (7.17) est donnée par

Xu(df) +iXa(df) =2 x Ty 1y (H)Y (df + fo)
(7.26)

=2 x Tp+(f + fo)f/(df + fo),

donc, d’aprés (7.23) et (7.24), X, ,+iXy, = e 2™0!(Y,+iY;). On aura intérét a représenter
graphiquement les supports spectraux des processus et des filtres mis en jeu afin de bien
visualiser les relations étudiées dans ce paragraphe.

7.2.4 Démodulation en présence de bruit.

Dans un contexte pratique, il est souvent nécessaire d’étudier comment se comporte
Iopération de démodulation vis & vis de la présence d’un bruit blanc additif B, de den-
sité spectrale de puissance constante égale & 2. On notera By; = 2F} [cos(2n fot) By] et
By = 2Fy, [—sin(27 fot) By] le bruit démodulé en phase et en quadrature. La démodula-
tion du processus Y + B conduit alors & X; + By et X5 + By, dont les mesures spectrales
sont pux, (df) +2 x Ty, r1(f)o?df et px,(df) +2 x Ty, 11(f)o?df. On notera le facteur
2 qui apparait dans l'expression de la DSP du bruit démodulé.

Ce facteur 2 pourrait laisser croire que 'opération de démodulation entraine une dégra-
dation du rapport signal a bruit, c’est a dire du rapport de la puissance des signaux utiles
et de celle du bruit. Il n’en est rien. En effet, un calcul rapide montre que pour les sig-
naux transmis le rapport signal a bruit total pour le processus Y + B dans la bande utile

[—fe = fos fe = fol U[=fe + fo, fo + fo] vaut
%[IR pix, (df) + f]R fix, (df )]

RS Bioqa = , 7.27
d 45 (727
et qu’aprés démodulation, il devient, pour la bande utile [— f., f.],
df) + d,
RSBdémod _ fR MXl( f) fR :uX2( f) (728)

(2f) X 202 + (2f.) X 202

Le rapport signal & bruit n’est donc pas modifié par 'opération de démodulation.
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Remarquons de plus que B; et By sont décorrélées car

B(df — fo) + B(df + fo),, B(df — fo) — B(df + fo)

BB (df) =4 X Mg, ) (f) = <E[( )

5 2
= —i x T_y_ 1 (f)(o*df — o*df)

= 0.
(7.29)

Exercices

7.1 Soit X = (X})er un processus SSL et Y = (Y} )er avec Y = Xp). A quelle condition
sur h(t) Y est-il un processus SSL ?

7.2 Soit V' = (V,)nez une suite I1ID. Calculez le spectre de Y = (Y},) ez lorsque Y, =
sign(bV,, + Vi_1).

7.3 Soit X = (X,,)nez un processus circulaire SSL gaussien de fonction de covariance
Rx(n) et Y = (Y},)nez défini par

Yo=Y (Z akafjm) . (7.30)
m=0,p \k=1,r

Calculez la Ry.

7.4 Soit X = (X})ier un processus gaussien a valeurs réelles et Y = (Y})icr avec V; =
sin(X;). Calculez les fonctions de moyenne et de covariance de Y.

7.5 (Détecteur quadratique) Le signal I 7)(t) cos(2n ft) est transmis vers un récepteur
sur un canal de propagation de réponse impulsionnelle h(t) = Zk:m Apetrs,, .

a) Donnez I’expression du signal regu, noté Y;.
b) Afin d’estimer Ay et les retards 73, Y; est passé dans un détecteur quadratique qui
réalise une démodulation en phase et en quadrature, suivie par un filtrage de réponse

impulsionnelle Lo 71(¢) puis une somme quadratique des deux voies. On obtient ainsi la
sortie

Zy = (Mpry(t) * (Vs x cos(2m 1)) + (T 1y (t) * (V; x sin(27 f1))>. (7.31)
On suppose que f > T et T < (1/2)|7 — 7| pour k # 1. Q

a) Quelle est expression de Z; en fonction des paramétres du canal
b) Comment peut on retrouver les paramétres (Ay, 7 )r=1, & partir de Z; 7

7.6 (Modulation de phase) Soit X = (X;);cr un processus ergodique au sens stricte

)]
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et and Y = (V})er défini par
Y; = exp(2irm fot + iaX; + i9), (7.32)

ol « est une constante et ¢ une variable aléatoire independante de X et de loi uniforme
sur [0,27]. Calculez Ry (t) en supposant que X est gaussien, de fonction de covariance
Rx(t).

7.7 (Détection de maximum) Soit X = (X,,),ez une séquence de variables aléatoires
centrées et YV = (V;"), oz défini par V") = max{X,, Xn_1,..., Xn_n1}-

a) Calculez la loi de ¥, en fonction de X,
b) Montrez que Y) est stationnaire.

7.8 (Limiteur saturé) Soit X = (X;);cg un processus SSL et Z = (Z;);cr défini par

Zy = max{—1, X;}lIz_(X;) + min{l, X, } Iz (X,). (7.33)

a) Calculez la loi deZ; en fonction de celle de X;.

b) Calculez la fonction de covariance de Z dans les cas suivants

— lorsque X est un processsus harmonique de la forme X, = e/t

— lorsque X est gaussien, de fonction de covariance Ry (t).

7.9 (Effet Doppler) Soit une source mobile émettant un signal X; = e depuis un
point r et animée d'un vecteur vitesse v. Le signal se propage a la vitesse ¢ jusqu’a un
récepteur placé en 0. On note u = || r || 7% r.

2im ft

a) Montrez qu’a un facteur d’amplitude et a un retard prés le récepteur observe le signal

y(t) = 2/ et/ it (7.34)

b) Plus généralement, si X est un processus SSL continu en moyenne quadratique transmis
par la source, montrez que le signal recu Y est un processus de la forme

}/t:\/62i7rf(1+UTU/C)_1tX(df). (735)
R

c¢) Calculez Ry (t) et py(df) en fonction respectivement de Ry (t) et de pux (df).

7.10 (Quantification) Soit X = (X,,),ez un processus stationnaire. Afin d’effectuer un
traitement numérique sur X, on le quantifie de la fagon suivante : on définit Y = (Y},),ez
par
(Y, =m(k+1/2) if k/m< X, <(k+1)/m

and k= —N,—N+1,... . N—1,

Y, =m YN-1/2) ifX,>N/m (7.36)

Y, =m Y (-N+1/2) if X, <-N/m.

\
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a) Calculez la variance de lerreur de quantification définie par || X, — Y, ||* quand

Xn ~U_N/m,N/m)-

b) Plus généralement, on définit K valeurs, notées (X, x)r—1.x et K —1 seuils (Sk)g=1,x-1
tels que Y, = X181 X, <81, Y, = XgpsiSp <X, < Sgprpourl < k< K—2 et
Y, = X,k st X,, > Skg_1. Exprimez || X,, — Y}, || en fonction des X, ., of Sk, et de la loi
de X.

c¢) Expliquez comment il est possible de rechercher un minimum local de || X,, — Y, ||? au
moyen d’une technique d’optimisation alternée consistant a optimiser le choix des seuils
Si pour des valeurs des X, fixées puis a optimiser le choix des X, x pour des valeurs
des seuils fixées. Cette technique de réalisation d’un quantificateur appelé algorithme de
la K-moyenne.

7.11(Communications AMRC) ! Soit X = (X);er, avec

Xi =Y ATog(t— kT, + ¢). (7.37)
kEZ

Les coefficients A, sont des variables aléatoires indépendantes, avec P(Ay = 1) = P(Ay, =
—1) = 1/2 et ¢ est une variable aléatoire indépendante des Ay (k € Z), de loi uniforme
sur [0, T%).

a) Donnez Pexpression du spectre de X.

b) On considére maintenant une séquence de variables aléatoires indépendantes C,,, (m =
0,...,N —1),avec P(C,, =1) = P(C,, = —1) = 1/2, et on note

s(t):\/% Y Culg(t —mT,), (7.38)

m=0,N—1

ou T, = Ts/N. Calculez le spectre de Y = (V});er défini par

kEZ

et comparez le & X.

¢) Si le récepteur connait les séquences (C,)m=1 n utilisées pour 'étalement de spectre
du coté de I’émetteur, montrez que X peut étre retrouvé a partir de Y.
(Indications : considérez les grandeurs [V, x (3., s(t — kT, + ¢))dt.)

d) Soit (C,%))m:(),N,l et (C’,(nQ))m:o,N,l deux séquences et sV (t) and s (t) les signaux cor-
respondants calculés comme dans I'équation (7.38). On suppose que > v_; cHo® —
0. Montrez qu’alors il est possible de transmettre simultanément des signziux de la forme
xW = Y ez A,(Cl)]I[QTS[(t — kT, + ¢) et XP = Y kez AECQ)]I[O,TS[(t — kTs + ¢) dans la méme
bande de fréquence et de les estimer sans faire apparaitre de termes d’interférence entre
les deux séquences.

1. AMRC : Accés Multiple & Répartition par Codes (en anglais, CDMA : Code Division Multiple
Access



Chapitre 8

Prédiction linéaire horizon fini des
processus SSL

Objectif On cherche a approcher, au sens du critére du minimum de variance de 'er-
reur de prédiction, la variable X,, d’un processus discret X stationnaire au second ordre
par une combinaison linéaire des variables aléatoires (X,,_)r>1. Certaines applications
importantes telles que la modélisation des systémes, la synthése des filtres, ou encore la
compression des signaux, utilisent les résultats de la théorie de la prédiction linéaire.

8.1 Espérance conditionnelle et prédiction linéaire.

A ce point de I'exposé, il est peut étre utile de faire quelques rappels concernant I’espérance
conditionnelle.

Soient respectivement X et Y une variable aléatoire et un vecteur aléatoire de taille n
de L*(Q, A, P). On est parfois amené a chercher la valeur prise par X a partir de la
connaissance de la valeur prise par le vecteur Y. Pour cela, on peut chercher a approcher
X par une variable aléatoire de la forme ¢(Y'). Un choix possible et assez naturel consiste
a choisir cette fonction de telle sorte que la variable aléatoire ¢(Y") soit la plus proche
possible de X dans L*(2, A, P).

Soit QAS la fonction qui réalise cet optimum :

AY) = i X — oY) |2 8.1
B(Y) arg L mn | oY) || (8.1)

La solution de ce probléme est notée E[X|Y] et appelée espérance conditionnelle de X
sachant Y.

Malheureusement, si la connaissance de la loi de (X, Y) est limite celle de ses fonctions de

moyenne et de covariance, le calcul de E[X|Y] n’est pas possible, sauf dans le cas ou X est
un processus gaussien, auquel cas les formules des esprances conditionnelles correspondent

o7
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celles de la rgression linaire. De plus, la connaissance de la loi de (X,Y) ne garantit pas
que l'on puisse exprimer de faon simple E[X|Y].

Dans le cadre de la prédiction d’'un processus X, on cherche plus particuliérement a évaluer
des grandeurs du type E[X,,[(X,,_)x=1,]- La prédiction linéaire & horizon fini consiste plus
simplement & calculer la projection de X,, sur ’espace linéaire engendré par un nombre
fini X,,_1,..., X,_, de variables aléatoires du passé de X, et noté Hx ,_1,—,. Le calcul de
cette projection se rameéne a la résolution d’un systéme d’équations linéaires et est d’un
grand intérét pratique, en particulier lorsqu’on ne dispose que de la connaissance d’un
nombre fini de coefficients de covariance de X.

8.2 Prédiction linéaire a horizon fini.

Dans la suite, on notera Hx p, n, = vect{ X, , Xpi41, ..., Xy} (n1 < no).

Souvent en pratique, les variables aléatoires X,,_, ne sont observées que pour un ensemble
limité de valeurs de k : k£ = 1, p. Dans ces conditions, le probléme de la prédiction linéaire
a horizon fini consiste a chercher la projection de X,, sur Hx ,_p 1, note

Xn|HX7n—p,n—1 = Z afk:Xn—ka (82)

k=1,p

c’est & dire les coefficients oy = a; qui minimisent le critére || X, — >3, o X |
X, — Zk:l,p ar X, _1 représente donc erreur de prédiction.

On notera 012) le minimum de ce critére qui représente la variance de 'erreur de prédiction.

Il est alors aisé de vérifier que les valeurs a; des coefficients «j qui réalisent le minimum
sont données par

a=T"r, (8.3)
ot a = [ay,..,a,)", r, = [Rx(1),.., Rx(p)]" et T,_; est la matrice hermitienne de Toeplitz
de taille p et de terme général [T,,_1];; = Rx(i—j), (i,7) = 1, p. Rappelons qu’une matrice
de Toeplitz T est caractérisée par le fait que les termes d’une méme paralléle a la diagonale
sont identiques; ¢’est a dire que [T]; ; ne dépend que de i — j.

Pour justifier la formule (8.3), remarquons que d’aprés le théoréme de projection qui in-
dique que l'erreur de prédiction X, —> ", _, » kX, est orthogonal a chacune des variables
Xnypour l=1,...,p (eg |?] p.65), les coeflicients a; sont caractérisés par les relations

| (Xn — Zk:l,p arXn 1) X5 |7 = Rx(l) — Zk:l,p axRx (I — k)
(8.4)
=0, pourl=1,p,
et les équations de ce systéme s’écrivent sous forme matricielle, r, — 7,,_1a = 0, soit
a= Tpillrp. Les relations

Rx(l) = > aRx(l—k) =0, I=1,p, (8.5)

k=1,p
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sont appelées équations de Yule-Walker, et le filtre de fonction de transfert a®(z) =
1-— Ek:m apz~" est souvent appelé filtre d’erreur de prédiction d’ordre p.

Si la matrice T),_; n’est pas inversible, on montre que le minimum du critére vaut 0. On

peut montrer que lorsque le spectre de X posséde une partie & densité non identiquement
nulle , T),_; est inversible. On se placera ici dans cette situation.

Proposition 11 La variance de l'erreur de prédiction a horizon fini est donnée par

‘7;2; =|| X»n — Zk:l,p ax Xn— |17

(8.6)
= Rx(0) — Tpr__llrp.
Démonstration Comme a = T, ',r,, il vient d’aprés les relations (8.4)
‘7;2; = E[(X» — Zk‘:l,p ak Xp—i)(Xn — Zk:l,p a Xn—1)"
= E[(X, — Zk::l,p ap Xn—1) X5
= Rx(0) — Ek:l,p arRx(—k) (8.7)
= Rx(0) — rfa
= Rx(0) — Tpr__llrp
U
Exercices

8.1 On cherche a résoudre le probléme de prédiction d’un processus a valeurs complexes

suivant
min | Xp = Y aXaw— > dX; | (8.8)

Cheydi }ro—
{erde b= p k=1,p I=1,p

a) Calculez les valeurs des coefficients {cy, dj }x=1, qui réalisent le minimum de (8.8).
b) Si X est circulaire, montrez que d, =0 for k =1,...,p.
8.2 Soit X = (X,,)nez un processus circulaire et SSL.

a) Calculez les coefficients du polynome By(z) = >, brp2 "% pour lequel le critére
| [By(2)] X ||> — 2Relbo,] est minimum.

b) Quelle est la relation entre des coefficients de B,(z) et le filtre d’erreur de prédiction ?
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8.3 Soit X = (X,,)nez un processus SSL de mesure spectrale px (df ) = o?df +d;,. Montrez
que X satisfait une équation aux différences de la forme

Xn - aXn—l = ﬁovn - 61Vn—17 (89)
ou V = (V,)nez est un bruit blanc de variance unitaire : || V,, || = 1. Calculez «, 5y et 5.

8.4 (interpolation linéaire) Soit X = (X, ),ez un processus SSL. Résolvez le probléme
d’interpolation suivant :

min | X, — > aXop— Y biXop | - (8.10)

a,bg) k=
(ag,br)k=1,p P —
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Filtrage adapté

Objectif Dans de nombreux problémes, on cherche & évaluer un processus X a partir de
la connaissance partielle d’un processus Y. On s’intéresse ici au filtre adapté qui permet
de détecter la présence éventuelle d'un signal déterministe connu, bruité par un processus
aléatoire.

9.1 Probléme

Dans un certain nombre d’applications telles que le radar ou les transmissions numériques
on veut pouvoir détecter la présence d’un signal connu g(¢) en entrée d’un récepteur. En
fait, g(t) est en général connu seulement & un retard prés ou a un coefficient d’ampli-
tude prés. C'est ce retard (dans le cas du radar) ou cette amplitude (dans le cas des
transmissions) qui constituera I'information recherchée.

On suppose qu’on est en présence d’un bruit additif B qui vient perturber I'observation.
Cette observation est donc un processus de la forme

X, =g(t) + By (9.1)

Pour détecter la présence du signal g(¢), on observe la sortie d’un filtre de réponse fréquen-
tielle H(f) excité par X;. On choisit H(f) de telle sorte que le rapport, noté p, de la
puissance en sortie du signal utile et de celle du bruit, soit maximal & un instant ¢, fixé.

9.2 Expression du filtre adapté

La sortie du filtre est donnée par

v, — / AT ()G(f)df + / I (f)B(df) o
R R 9.2

=Y+ Yoy,

61



9. Filtrage adapté 62

ou G(f) est la transformée de Fourier de la fonction g(¢). Le rapport p; est alors donné

par
| Yie |

SN

o H ()G df
Je 1 H(f)Prs(df)
On supposera que B posséde un spectre a densité, de densité Sg(f). On a alors le résultat
suivant

9.3)

Proposition 12 La mazimisation, a linstant t = to, du rapport signal a bruit p, du
processus g(t) + By est obtenue pour le filtre de réponse fréquentielle

H(f)=Ke ™G (f)S5'(f), (9-4)

ot K est une constante. A linstant t = to, le rapport signal & bruit est alors donné par

G
o= ) Sa(f)

df. (9.5)

Démonstration D’apres 'inégalité de Cauchy-Schwarz,

| / FTIH (G = | / ATIH(H)SY ()] % (G S5 ()af?

(9.6)
< [1HOESs(N [ 1605 (F)af
I’6galité ayant lieu pour ¢t = ¢, si et seulement si
PTOH(F)SHP(f) = KG'(£)S5"*(), (9.7)
ot K est une constante, soit
H(f) = Ke ™G (£)S5(f)). (9.8)

La valeur correspondante de p;, s’en déduit immédiatement.

En pratique, la position d’un pic en sortie du filtre adapté permet d’estimer un retard et
Pamplitude de ce pic permet d’estimer 'amplitude du signal recu.

Pour un bruit blanc et un signal ¢g(¢) de support limité a [0, 7], on pourra vrifier & titre
d’exercice que la réponse impulsionnelle d’un filtre adapté causal est donée par

h(t) o< g(to —t), avec to > t.(9.9)
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Exercices

9.1 (Transmission d’un symbadle en présence de bruit) Le signal X; = Allj 7(¢)
est transmis & un récepteur. A est une variable aléatoire de Bernoulli avec P(A=1) =p
et P(A=—1)=1—p. Lesignal Y; = X; +V;, ou V = (V})ser est un bruit blanc gaussien
indépendant de A, est observé au niveau du récepteur.

a) A linstant T, on veut décider si un symbole +1 ou -1 a été transmis. Pour cela, on
applique un filtre au niveau du récepteur qui fournit un Rapport Signal & Bruit (RSB)
maximum a l'instant 7. Donnez l'expression de la réponse impulsionnelle du filtre et
Pexpression du signal a sa sortie.

b) Soit Zr la sortie du filtre & I'instant 7. Un seuil de valeur S permet de prendre une
décision sur la valeur transmise comme suit : si Zp > S, on décide que A = 1, sinon,
on décide que A = —1. Calculez la probabilité P, qu’'une mauvaise décision soit prise.
Quelle est la valeur de S qui réalise le mminimum de P, ? Considérez les cas particuliers
oup=1/2etp=0.

9.2 (Estimation d’un signal déterministe inconnu en présence de bruit) Soit
Y, = g(t) + Vi, ou g(t) est une fonction déterministe inconnue et V. = (V)er un
bruit blanc de variance o%. Y; est observé sur lintervalle de temps ¢ € [0,7]. Sur
cet intervalle, g(t) est approximée par son développement en série de Fourier tronqué

gn(t) = Zk:—N,N T

a) Montrez qu’en utilisant un banc de filtres adaptés pour estimer les coefficients (gi)k——n n
conduit a l'estimateur suivant de gy () :

§N(t> _ Z (Tl/ €2i7rkt/T}/;dt) €2i7rkt/Tl (910)
[0,7]

k=—n,N

b) Montrez que I'erreur quadratique moyenne sur[0, 7], définie par 7! f[O,T] | g(t) —
gn(t) ||? dt, est donnée par

_ 2N+ 1
T 1/[ at®) = an(t) ) 112 dt = (> |axl*) % (9.11)
0,7

k>N

QQuel serait un bon choix pour N ?

9.3 Soit Y,, = X,, +V,, un pprocessus SSL, avec V' un bruit blanc décorrélé avec X, et

B(z) = Y0, brz™" une fonction de transfert. on cherche b = [by,...,by|" tel que le
rapport signal & bruit (RSB) de [b(2)]Y,, defini par
po = |1 [b(2)1 X 171 [b(2)]V2 |72 (9.12)

soit maximum.

a) Montrez que pour cela il faut choisir pour b le plus grand vecteur propre de la matrice
T 4, de taille (¢ + 1) x (¢ + 1) et de terme général [Tx,] = Rx(i — j). Donnez la valeur
correspondante de py.



Exercices

b) Résolvez le probléme lorsque V' est un bruit corrélé de matrice de covariance Ty,
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Chapitre 10

Processus a spectres rationnels

Objectif Les processus a spectre rationnel jouent un roéle trés importants pour la modéli-
sation des propriétés du second ordre des processus. En particulier, les DSP continues par
morceaux peuvent étre approchées avec une précision arbitraire par des DSP rationnelles
(et méme polyndmiales). De plus, les modéles de DSP rationnelles sont parcimonieux,
car dans de nombreuses situations I’emploi de fractions rationnelles de degré faible est
suffisant. Enfin, I'identification ou ’estimation des paramétres d’une DSP rationnelle est
relativement simple, comme on le verra dans les chapitres suivants. On va donc indiquer
quelques résultats significatifs concernant ces processus.

10.1 Equations aux différences et processus a spectres
rationnels

Considérons I’équation aux différences
Xn + Z CLan_k = Z blUn—k, (101)
k=1,p 1=0,q

ou U = (U, )nez est un processus stationnaire au second ordre fixé, de spectre absolument
continu. Supposons de plus que la DSP Sy (f) de U vérifie 0 < m < Sy(f) < M < oc.
S’il existe un processus X stationnaire solution de I'équation (10.1), alors on a

a(e®™) X (df) = b(e*™)U(df), (10.2)

avec . .
a(e*™) =143, ae ™,
(10.3)
et b(62i7rf) — Zl:o,q ble_%“lf.

Remarquons que si a(z) s’annule sur le cercle unité, la réponse fr{equentielle b(e*™/)a =1 (/)
n’appartient pas a L*(Z, B(Z), Sy(f)df) et le probléme n’a pas de solution. On supposera
donc que a(e*™f) #£ 0, Vf. Alors,
] b<€2i7rf> R
X, = [ ™ Z2—_L0(d 10.4
[ R var) (10.4)
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est 'unique solution du probléme.

On pourra encore écrire X,, = Zkez hiU,_, ot les coefficients h; sont ceux du développ-
pement en série de Laurent de b(z)a"'(z) au voisinage du cercle unité. Remarquons que
la série ), _, by est absolument sommable.

Si de plus b(z)a"'(2) est la fonction de transfert d’un filtre causal, ¢’est & dire si hy, = 0
pour k < 0, alors la série Y, . hxz ™" est convergente dans un domaine |z| > 1—¢ (e > 0).
b(z)a"'(z) est donc holomorphe dans ce domaine et a(z) # 0 pour |z| > 1. La réciproque
est immédiate et le théoréme suivant résume ces résultats.

Théoréme 8 St U est un processus stationnaire qui a un spectre a densité et dont la
DSP vérifie
0<m<Sy(f) <M< o0, (10.5)

I’équation auz différences

Xn + Zk:l,p aanfk = 21207(1 b[Un71(106)

admet une solution si et seulement si a(z) = 14>, arz"% # 0 pour |z = 1. On a
alors b(c2im1)

X, = [ ™2 __Li(d 10.7

[ ) (10.7)

avec b(z) =37, brz"*. De plus, le filtre de fonction de transfert b(z)a='(z) est causal
si et seulement si a(z) # 0 pour |z| > 1.

La DSP de X est donnée par

b(eQiTrf)
a(eQiﬂ'f)

Sx(f) = *Su(f).(10.8)

Si X posséde une DSP qui est une fraction rationnelle de e=2™/ on dit que X est un
processus & spectre rationnel, ou encore un processus ARMA ', C’est en particulier le cas
lorsque U est un bruit blanc puisque Sy (f) est alors constant. On supposera désormais
que U est un bruit blanc.

Indiquons maintenant une propriété intéressante des covariances des processus ARMA

Proposition 13 Les coefficients de covariance des processus a spectre rationnel décrois-
sent de facon exponentielle.

Un processus X a spectre rationnel peut donc étre représenté comme la sortie d’un filtre
excité par un bruit blanc et de fonction de transfert rationnelle b(z)a=*(z). On parle alors
de représentation ARMA (de I'anglais Auto Regressive Moving Average) de X.

1. ARMA : AutoRegressive Moving Average
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10.2 Représentation d’état des modéles ARMA.

Les modéles ARMA peuvent s’écrire sous la forme d’un modéle d’état linéaire et station-
naire. Considérons en effet un modéle ARMA défini par I’équation

Y, + Z apYn—r = Z biU,—k (109)

k=1,p 1=0,q

et commencons par supposer que p = ¢ + 1. Considérons maintenant le modéle d’état

{ }Z(:“ _ é)}?; + Bl (10.10)
avec X,, = [X,, ..., X p1]T, B=11,0,...,0]7, C = [by,...,b,] et
—a; . —a,
1 0 . . 0
A=] 0 10 . 0o |. (10.11)
0 1 0
Montrons que Z =Y.
Zn = Zl:o,q bi X
D b0p Wk = D104 1 4 @ Xn—i—1) (10.12)
- Zl:o,q biUp—1.

Donc Z =Y.
Sip # g+ 1, il suffit de procéder de la méme maniére en complétant la plus courte
des séquences (ax)r=1, et (b;)i=0,, par des coeflicients égaux a 0, jusqu’a obtenir deux

séquences de méme longueur.

Considérons réciproquement un modéle d’état linéaire et stationnaire de la forme

Pour un tel modele, [I, — Az7')X,, = BU,, donc
Y, =[C(I — Az~Y)"'B|U,. (10.14)

Il est clair que C(I — Az71)"! B est une fraction rationnelle en 271, car les coefficients de
la matrice (I — Az71)~! g’écrivent comme le rapport des cofacteurs de I — Az™! et du
déterminant de I — Az~1. Donc, si U est un bruit blanc, Y est un processus ARMA si les
zéros de |I — Az71|, c’est a dire les valeurs propres de A, sont dans le disque unité. On
vérifie que |I — Az~ = a(z), avec a(z) = > k—0p a2z~ ", ce qui montre au passage que le
calcul des racines d’un polynome a(z) se rameéne a celui des valeurs propres de la matrice
A qui lui correspond par la relation (10.11), et qui est appelée matrice compagnon de

a(z).
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10.3 Identification des processus ARMA.

Etant donné un processus X dont le spectre s’écrit comme une fraction rationnelle de
e?™f on cherche a identifier un filtre de fonction de transfert rationnelle tel que X puisse
étre vu comme la sortie d’un tel filtre excité par un bruit blanc :

Xot+ Y arXop =Y blUn, (10.15)

k=1,p 1=0,q

On cherche a identifier ce filtre & partir de la connaissance des coefficients de covariance
(Rx (k))k=o,n-

10.3.1 Identification de la partie AR.

Pour identifier les (aj)x=1,, remarquons que

Xn == pm1p Xk + 20,4 iUn—k
(10.16)
= Zk:O,oo hiUn -
Comme U est un bruit blanc, X,,_; € Hy,—; et X,, + Zk:m axXy—k € Hyp—gn. Donc,
E[(Xn + Zk:l,p axXn-)X5] = Rx(l) + Zk:l,p arRx(l — k)
(10.17)
=0, pour [ > q.
La résolution du systéme linéaire ainsi obtenu fournit les coefficients (ay)g=1 -
10.3.2 Identification de la partie MA.
Pour identifier les (b;);—o4, remarquons que Sx(f)|a(e*™/)[? = |b(e*™/)[%. 1l est alors

clair qu’on peut calculer les coefficients (b;);—, en identifiant les coefficients de I'égalité

polynoémiale
p+q

(D Bx(me®™)a(e™)] = [b(e)[> (10.18)
n=—(p+q)
On obtient ainsi des quations non linéaires dont la solution peut étre trouvée par des
techniques numériques.

Exercices

Dans ce qui suit X = (X,,)nez est un processus ARMA(p, ¢) qui vérifie I'équation aux
différences
Xot+ Y axXop =Y bVn, (10.19)

k=1,p 1=0,q
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ot V = (V;,)nezset €t un bruit blanc de variance 0.
10.1 Si X est un processus AR(1), vérifiez que 0% = 0¥ (1 — |a|)?.

10.2 (filtre AR causal) Soit la fonction de transfert h(z) = (1+a;27 +az272)". Pour
quelles valeurs de (ay,as) dans le plan R? le fitre est-il causal ?

10.3 (Equation aux différences avec des conditions initiales) Soit Y = (Y},),en
un processus tel que Yy = 0 et Y,, = aY,,_1 + V,, pour n > 0, avec |a| < 1. Les variables
aléatoires (V},)nen+ sont décorrélées, de variance o2. Calculez cov(Yy,in, Yy,) et étudiez
son comportement lorsque m tend vers +oo.



Chapitre 11

Notions d’estimation statistique

Objectif Les statistiques permettent d’évaluer des paramétres relatifs a la loi de phénoménes
aléatoires lorsque ces lois ne sont pas connues mais que I'on dispose d’un certain nombre
de réalisations du phénoméne étudié.

11.1 Généralités

On comprend bien que des paramétres qui s’écrivent comme 'espérance mathématique
d’une certaine fonction des variables aléatoires mises en jeux pourront souvent étre es-
timés de facon satisfaisante par des moyennes, en vertu de la loi des grands nombres
et du théoréme de la limite centrale. La thorie des statistiques offre un cadre gnral au
dveloppement de ce type de dmarche.

Indiquons pour commencer quelques notions élémentaires relatives a I’estimation statis-
tique. On se place dans un espace probabilisé (€2, 4, P) ou P est inconnue. Dans le cas
de Pestimation non paramétrique, 'information sur P est peu précise (eg P posséde une
densité). Dans le cas de lestimation paramétrique, on suppose que P appartient & un
ensemble { ;0 € O}, ou 6 est un vecteur de paramétres qui caractérise entiérement Pp.
On s’arrange généralement pour que O et {Py; 0 € ©} soient en correspondance bijective.

Modéle !statistique On définit un modéle statistique comme un triplet (€2, 4, P), o
(©, A) est un espace probabilisable et P une famille de lois de probabilités sur (£2,.A4).
Dans le cas de l'estimation paramétrique, on aura P = {Fp;0 € O} et un modéle de la
forme (Q, A, {Py;0 € ©}). Cest par exemple le cas si le processus étudié est un bruit
blanc gaussien de moyenne m et de variance o2 inconnues : ici 6 = (m, o?).

Dans le cadre de I'estimation statistique, on est amené & introduire les notions suivantes
Observation L’observation x est constituée par la réalisation d’une variable aléatoire X,

ou d’une séquence (Xi, ..., X,,) de variables aléatoires. Si les variables aléatoires (X;)i=1.,
constituent une suite IID, on parle d’échantillon de taille n.
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Estimateur L’estimation ponctuelle vise a évaluer a partir de ’observation x une grandeur
caractérisée par la probabilité P, et notée g(P) ou plus simplement g. Dans le cas de Pes-
timation paramétrique la mesure de probabilité dépend de la valeur 6 du paramétre. g
est alors une fonction de 6. On estime g par une fonction f(z) de I'observation telle que
f(X) soit une variable aléatoire. f(X) est alors appelée estimateur de g.

Qualité d’un estimateur Pour évaluer la qualité d’un estimateur, on définit des fonc-
tions de cott C(g, f(X)) qui quantifient la dissemblance entre g et son estimateur f(X).
Les fonctions de cotit sont encore appelées fonction de perte.

En estimation, on cherche souvent un estimateur qui est maximum pour la relation d’ordre
définie par f; > fo si

VP € P, Ep[C(g, f1(X))] < Ep[C(g, f2(X))], (11.1)

ou Ep représente ’espérance mathématique sous la loi de probabilité P, c’est a dire que
Ep[C(g, f(X))] = [ C(g, f(x))P(dz). E[C(g, f(X))] est appelé cout moyen, ou risque, de
I'estimateur f(X). Malheureusement, il s’agit d’une relation d’ordre partiel, et deux esti-
mateurs ne peuvent pas toujours étre comparés. On est alors souvent amené a restreindre
'ensemble des estimateurs a une sous famille de la forme {f(X); f € F'} au sein de laque-
lle on pourra définir un meilleur estimateur, c’est & dire trouver un estimateur f(X) tel
que R

VPeP, f= argrfréiIglEp[C(g,f(X))]. (11.2)

Le critére d’erreur quadratique moyenne défini par

I f(X) = g |I*= var[f(X)] + [E[f(X)] - g[*, (11.3)

La grandeur | E[f(X)] — g est appelée biais de 'estimateur f(X)| || f(X) — g ||* est une
fonction de risque souvent utilisée en traitement du signal. On restreint souvent la classe
des estimateurs envisagés en se limitant aux estimateurs sans biais, auquel cas I'exis-
tence d'un meilleur estimateur f est assurée ([18] p.96). Le critére (11.3) présente alors
Iavantage de souvent conduire a une solution f facile a calculer, et de pouvoir étre inter-
prété comme la puissance moyenne de 'erreur entre g et son estimateur.

Convergence Une suite d’ estimateurs f,, (X1, ..., X,) qui converge en probabilité vers g
quand la taille n de I'observation tend vers +o0 est dit faiblement consistante, et lorsque
la convergence est presque sire, on parle d’estimateur fortement consistant. Lorsque la
moyenne d’ordre p de f,,(X1,..., X,) — g tend vers 0, on parle de consistance en moyenne
d’ordre p. De plus, on dira qu'une suite d’estimateurs de g est asymptotiquement sans
biais si la suite de leurs moyennes converge vers g.
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11.2 Estimation empirique

11.2.1 Séquence d’observations indépendantes.

Pour un échantillon de taille n, X,, = [X1, ..., X,,]T, on définit la mesure de probabilité
empirique et la fonction de répartition empirique par

pn = % Zi:l,n 6Xi
(11.4)

et Fu(y) = %Zi:lﬂ’b Iy, <y-
[’estimateur empirique d'une grandeur ¢ = f(F), ou F est la fonction de répartition

associée a P est défini par f(F),). L’utilisation de cet estimateur est justifiée, pour de
nombreuses fonctions f, par les résultats suivants (voir par exemple [16], chapitre 1)

~ p-s.

Théoréme 9 En tout point y, lim, . F,(y) = Fx(y), o Fx(y) est la fonction de
répartition de X.

Démonstration E[lx<,] = P(X < y) = Fx(y), et la loi forte des grands nombres

b
s
O

permet de conclure que lim,,_,o Fn(y) =

Théoréme 10 Soit une fonction G de la forme

G(F) = h </Rg(x)dF(x)> | (11.5)

ot h est continue au point fR g(x)dFx(z). Alors, lim,_, G(ﬁn) = G(Fy).

Ce résultat assure en particulier la convergence presque stire des moments empiriques :

en notant myr, =n"*y.,_,  XF,

1My, 00 XK 1 2 E[XH]
(11.6)
liH1n—>oo % Zi:l,n<Xi - me)k P:S EKX - E[X]>k]

Malheureusement, lorsque les X; sont les valeurs d’'un processus aléatoire, on ne peut plus
appliquer de fagon directe les résultats précédents car, sauf cas particuliers, les X; ne sont
pas indépendants.

11.2.2 Processus ergodique.

Rappelons que pour un processus X, strictement stationnaire et strictement ergodique,

T}L‘Eo% Z F( X1, X)) = EIf (X, .., X3)]- (11.7)

i=1,n
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En particulier, on a

hmn%oo mX,n = hmn%oo % Ei:l,n X@
p.s.
= mX
A (11.8)
et lim, oo Rx (k) =lim, o % Zi:l,n XXk — mg(n
= Ry (k).

Lorsque le processus n’est stationnaire et ergodique qu’au second ordre, les propriétés
(11.8) sont encore vérifiées si on remplace la convergence presque stire par la convergence
en moyenne quadratique.

Dans le chapitre suivant, on verra des conditions qui permettent de garantir la convergence
presque siire des fonctions de moyenne et de covariance, pour une classe importante de
processus, celle des processus linéaires.

11.3 Notions d’estimation paramétrique

11.3.1 Borne de Cramer-Rao

Supposons que les lois Py du modéle statistique (2, A, { P; 0 € ©}) étudié soient définies
par des densités de probabilité, notées py, telles que py(z) soit deux fois dérivable par
rapport a @, presque partout en x. Supposons de plus que

1. © est un ouvert de R?,

2. pour tout élément A de A, Pyp(A) = / po(x)dx est deux fois dérivable en 6,
A

3. les opérations de dérivation et d’intégration peuvent étre permutées.

Alors, pour tout estimateur sans biais T(X) (X = [Xi,...,X,]T) d’une grandeur g(f),
la matrice de covariance Y de T(X) est inférieurement bornée par la borne dite de
Cramer-Rao (voir par exemple [18] p.98) :

dg(0)
o0

dg(0)"
90

Yp > ;! (11.9)
ou Iy représente la matrice d’information de Fisher. Le terme général de [y est donné par

[Ioli; = El(z5; log po) (55 log py)]

(11.10)
= _E[%agj 1ng9]7
et le terme général de la matrice 2g(6) est donné par
9g(0) 9g:(0)
— i = . 11.11
[ 80 ]17] ae] ( )
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Un estimateur sans biais dont la matrice de covariance atteint la borne de Cramer-Rao
est dit efficace. Cette borne est un majorant de la variance pour un estimateur sans biais
quelconque, mais elle ne peut pas toujours étre atteinte.

11.3.2 Estimateur du maximum de vraisemblance

Pour le modéle statistique (2,4, {Fp;0 € ©}), estimateur du maximum de vraisem-
blance de 6 est I'estimateur de 6 qui maximise Py(X).

L’estimation au sens du maximum de vraisemblance est une technique trés appréciée en
statistiques, quand elle peut étre mise en oeuvre. Ceci tient au fait que si pour le modéle
statistique (2, A, {P; 0 € O}) il existe un estimateur efficace de 6, alors il concide avec
I'estimateur du maximum de vraisemblance de 6 ([18] p.110). Par ailleurs, on montre
que lestimateur du maximum de vraisemblance d'une grandeur g(6) est (), ou 0 est
'estimateur du maximum de vraisemblance de 6 ([18] p.105).

11.3.3 Estimateur linéaire sans biais de variance minimale

En I'absence de modéle statistique précis, on suppose parfois que le vecteur d’obser-
vation X suit un modéle linéaire de la forme X = HO + W, ou W est un vecteur
aléatoire de moyenne nulle et de matrice de covariance C' supposée connue. On cherche
un estimateur linéaire sans biais de 6 sous la forme § = MX. Placons nous ici dans
le cas réel. L’estimateur linéaire sans biais de variance minimale de 6, dont on peut
vérifier qu’il est obtenu lorsque M est la solution du probléme contraint

miny Tr(MCMT)
(11.12)
MH =1,
est donné par R
0=(H'C'H)'H'C'X. (11.13)

La matrice de covariance de 6 est alors égale a (HTC'H)~'. Lorsque W est gaussien,
il est clair que @ coincide avec I'estimateur du maximum de vraisemblance de 6 pour
le modele X = HO + W.

11.3.4 Méthodes de moindres carrés

Pour un modéle linéaire de la forme X = HO + W, ou W est un vecteur aléatoire
de matrice de covariance inconnue, I'estimation au sens des moindres carrés de 6 est
donnée par
0 =argming || X — HO ||%
(11.14)

= (HTKH) 'HTKX,
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ol la norme || . ||x est définie par || u ||%= v’ Ku. Lorsque K est égal a I'inverse de la
matrice de covariance C' de W, on retrouve l'estimateur linéaire sans biais de variance
minimale.

Si le modéle n’est pas linéaire : X = g(6) 4+ W, le critére J(6) =|| X —g(0) ||% & minimiser
n’est plus une fonction quadratique du paramétre, et on doit généralement mettre en
oeuvre des algorithmes itératifs d’optimisation pour trouver 'optimum.

11.4 Estimation bayesienne

11.4.1 Généralités

De nombreuses techniques d’estimation paramétrique, et en particulier les méthodes d’es-
timation au sens du maximum de vraisemblance, peuvent présenter certains inconvénients.

En particulier, elles n’intégrent pas d’autres informations que les données pour effectuer
I’estimation, alors qu’il pourrait parfois étre intéressant, voir indispensable, d’exploiter
certaines informations ou contraintes relatives au vecteur des parameétres a estimer, noté
0. La connaissance a priori de 'ordre de grandeur que doit avoir un paramétre, ou celle
de contraintes qu’il doit vérifier, peut étre prise en compte par la donnée d’une loi de
probabilité relative au vecteur de paramétres 6, appelée loi a priori.

Par ailleurs, les méthodes de maximum de vraisemblance tendent a surparamétrer ’ordre
des modéles. En effet, on congoit bien qu’en augmentant le nombre de paramétres d’un
modéle, on arrive généralement a un nouveau modéle, pour lequel la valeur du maximum
de la vraisemblance est plus grande. Comme la méthode du maximum de vraisemblance
ne permet pas de définir une taille raisonnable pour le modéle, on utilise alors parfois
des termes de pénalisation de la vraisemblance. L’introduction d’un a priori sur ¢ peut
constituer une faon lgante de rsoudre ce problme.

L’approche bayesienne consiste donc a voir les paramétres recherchés comme des variables
aléatoires pour lesquelles on se donne des lois de probabilité dites lois a priori. L’utilisation
de telles lois permet d’incorporer les informations a priori relatives aux parameétres et de
gérer efficacement les problémes de taille des modéles. Cette approche est relativement
souple dans la mesure ot il est toujours possible d’utiliser des lois a priori peu informatives
(telles que des lois uniformes), ou paramétrées, lorsque les informations disponibles sur le
vecteur de paramétres ¢ sont trop limitées. Les paramétres qui interviennent éventuelle-
ment dans la description des lois a priori sont appelés hyperparamétres.

Afin de simplifier les notations, # désignera indifféremment un parameétre aléatoire vecto-
riel ou une réalisation de cette variable aléatoire.
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11.4.2 Coitt bayesien et estimateurs bayesiens

Dans ce qui suit, on supposera, pour simplifier les notations, et sans perte de généralité,
que les lois de probabilité mises en oeuvre sont absolument continues (par rapport a la
mesure de Lebesgue). La densité de la loi a priori de 6 sera notée 7(6), celle de la loi des
observations paramétrée par 6 f(z|0), et celle de la loi des variables observées pour la loi
a priori m(0), fr(x). On notera f(f|x) la densité de la loi de # conditionnellement a la
valeur z prise par le vecteur X des variables aléatoires observées, appelée loi a posteriori.
E et © désigneront les espaces dans lesquels X et 6 prennent leurs valeurs. Notons que

Fole) = jQ(f(x|9)ﬂ(0)d9, (11.15)
et que d’apres la régle de Bayes,
fiow) — 200
(11.16)
(o))
f@ f(x|0)m(0)do

En estimation non bayesienne, on estime généralement # en minimisant une certaine
fonction de cotit moyen de la forme E[C(6,7(X))], ot 6 est un vecteur déterministe de
paramétres inconnus. En estimation bayesienne, 6 est un vecteur aléatoire, et la fonction
de cott prend la forme

E[C(0,T(X))] =E[E[C(O,T(X))|0]
(11.17)
= Jo E[C(0, T(X))|0]m(0)do.

Pour une fonction de cotit quadratique, on obtient 'estimateur E[f|X]. Sa valeur E[f| X =
x] prise pour X = z, sera notée simplement E[f|z]. Notons le cas important suivant

Théoréme 11 Pour des modéles exponentiels, c’est a dire des lois dont la densité f(x|0)
est de la forme h(z)exp(07z — ¢(0)),

E[f|x] = V,log fr(z) — V,log h(x). (11.18)
Démonstration
E[0;]x] :-i—/@u@&%w@ﬂmw
f=(x) Jeo
_ 1 9 0T 2~ (0) 1 0Oh(x))
_f,,(w)ﬁwi/@h(x)e O (6)do W) o, (11.19)

g (2) —log ().
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O

[’estimateur du maximum a posteriori, est obtenu en considérant les fonctions de cofit
égales & un, partout sauf sur un petit voisinage des valeurs de 6 ot f(f|x) est maximale
et ou la fonction de coiit vaut zéro. On obtient 'estimateur du maximum a posteriori en
faisant tendre vers 0 la taille de ce voisinage.

Pour ce qui concerne le choix de la loi a priori, une technique souvent envisagée consiste a
utiliser des familles de lois dites conjuguées, c’est a dire des familles de lois paramétrées,
telles que si la loi a priori appartient a cette famille, alors il en est de méme pour la
loi a posteriori. Une autre technique consiste & prendre en compte certaines propriétés
d’invariance qu’il peut étre naturel d’envisager pour la loi de 6, telles que l'invariance par
translation ou par changement d’échelle de la densité a priori de 6.

Les choix précédents de lois a priori ne sont pas toujours possibles ou pas toujours justifiés.
Méme lorsqu’ils le sont, il apparait bien souvent que le calcul d’expressions intégrales de

la forme / E[C(6,T(X))|0]m(0)df, ou la maximisation de la vraisemblance a posteriori

)
f(0]z) ne peuvent pas étre effectuées de fagon analytique. Les méthodes de simulation de
Monte Carlo permettent alors de résoudre numériquement les problémes envisagés.

Exercices

11.1 Vérifiez les formules (11.13) et (11.14).

11.2 On observe un échantillon x = [zy,...,x,] de réalisations indépendantes d'une
variable aléatoire X de loi exponentielle de densité py(x) = 0 exp(—6z).

a) Donnez l'estimateur du maximum de vraisemblance de 6. Calculez le biais et la variance
de cet estimateur

b) On suppose maintenant que le paramétre 6 est aléatoire de loi a priori de densité
7(0) = Aexp(—Afd), ot A est un paramétre connu. Calculez estimateur du maximum de
vraisemblance a posteriori de A défini par arg max, p(A|x).

11.3 On observe un échantillon [z1, ..., x,] de réalisations indépendantes d’une variable
aléatoire X de loi gaussienne de densité p(x) = (v2ro) L exp ((z —m)?/(20?%)), o m et
o? sont des parameétres inconnus. Calculez ’estimateur du maximum de vraisemblance de
ces parametres.



Chapitre 12

Estimation spectrale non paramétrique

Objectif En pratique, les coefficients de covariance d’un processus ne sont pas connus
de fagon exacte mais seulement estimés. On envisage ici le probléme de I'estimation non
paramétrique de ces coefficients, ainsi que celui de I'estimation spectrale non paramétrique
par la méthode du périodogramme.

12.1 Estimateurs empiriques de la moyenne et des co-
variances

Comme en pratique on est en général amené a travailler a partir d’une version échantillon-
née d’une réalisation du processus étudié, on se placera dans le cas discret. Il est clair que
I’échantillonnage a intervalles de temps réguliers d’un processus stationnaire (respective-
ment ergodique) fournit un processus discret qui est encore stationnaire (respectivement
ergodique). On va maintenant indiquer quelques résultats concernant les estimateurs em-
piriques des fonctions de moyenne et de covariance des processus discrets stationnaires au
second ordre.

Bien entendu, on ne peut pas ici appliquer de facon directe la loi des grands nombres
ou le théoréme de la limite centrale du fait que les variables mises en jeu ne sont pas
indépendantes. Aussi, on va introduire une classe assez générale de processus, celle des
processus linéaires. Pour les processus linéaires, on verra que ’estimation empirique de la
moyenne et des covariances vérifient encore la loi des grands nombres ou le théoréme de
la limite centrale.

12.1.1 Processus linéaires, et absolue sommabilité des covariances

Dans ce qui suit, on sera souvent amené a considérer des processus linéaires pour lesquels
il est assez simple d’établir un certain nombre de résultats.

78
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Définition Un processus X défini par

X,=mx + Z hiVio—k, (12.1)

keZ

ou V est un bruit blanc centré de variance o finie et >, _, |i| < 00, est appelé processus
linéaire.

La classe des processus linéaires contient notamment les processus ARMA.

Pour un processus linéaire X, le théoréme de convergence dominée de Lebesgue conduit

aux relations
Rx (k) = E[Xn11. X

=0’ Zzez hye+ihy
>okez | Bx(B)| < 0*(3 ez [hul)?

Ywer Bx (k) =0 3 pep .

Notons que les sommes précédentes sont finies. De facon générale, ’absolue sommabilité
des covariances entraine la continuité de la DSP :

(12.2)

Proposition 14 Pour un processus X stationnaire au second ordre ’hypothése
> [Rx (k)] < oo (12.3)
keZ

entraine la continuité de Sx(f).

Notons que réciproquement 'hypothése ), , |Rx (k)| < oo souvent faite dans ce doc-
ument et vérifiée pour les processus linéaires ’est également pour les processus dont la
mesure spectrale est & densité et dont la DSP est continue, dérivable par morceaux, et de
dérivée bornée.

Rappelons enfin que pour un processus X dont la DSP est de classe C' au voisinage de f,

> e ™ Ry (k) = Sx(f), (12.4)

kEZ

d’aprés le critére de Dirichlet (voir [?| p.539 et Pannexe).

12.1.2 Moyenne empirique

Soit X = (X,,)nez, un processus stationnaire au second ordre. Sa moyenne empirique
définie par mx, =n~'>,_,, X est un estimateur sans biais :

Elixn] = E[X] (125)

= Mx.



12. Estimation spectrale non paramétrique 80

On vérifie que la variance de my , est donnée par

. 1 J 4
s —my 2= - 37 (1= D) ryg) (126)
l7l<n
Donc,
. 1 .
s —mx < 37 IR () (127)
lil<n

et silim,_,o Rx(n) = 0, mx, converge en moyenne quadratique vers myx. Cette condition
est en fait également nécessaire.

Si de plus >, |Rx(j)| < oo, il vient, d’aprés (12.6) et le théoréme de la convergence
dominée de Lebesgue que

. N . 2_ .
T | e, —ma 2= 30 Rx(). (12,8

jez

En outre, si Sx(f) est de classe C' au voisinage de 0, Y, Rx(j) = Sx(0) d’apres le
critére de Dirichlet. Le fait qu’asymptotiquement la variance de mx, soit équivalente a
n~'Sx(0) suggere alors la possible existence d’un théoréme central limite pour My ,. Le
résultat suivant formalise cette idée

Théoréme 12 Si X est un processus linéaire de variance o2, avec

Xn =mx + Z thn,k, (129)
keZ
et Y pephie # 0, alors
lim /nfrix, — mx] ~ N(0,0% > hil). (12.10)
keZ

Notons que le théoréme central limite assure la convergence presque stire de la suite des
variables vers la valeur moyenne de la limite.

12.1.3 Coefficients de covariance empiriques

On utilise généralement les estimateurs empiriques suivants des covariances, définis pour

k > 0 par
1

Rxn(k) = — > (Xjk = thx ) (X5 — 1y )",
j=1ln—k
(12.11)
. 1 ) .
et Rxn(k) = - (Xjgr — mx o) (X — ixn)”,
j=ln—k

et Rxq(k) = Ry, (—k), et Rx,(k) = Ry ,(—k), pour k < 0.
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Ces estimateurs sont biaisés, et

ElRx. (k)] =" PERy (k)

n

k

n

S|

Z E[(Xjir — ) (Xj — ix )]+ O(=)

(12.12)

SRS

. k
> E(Xj ik — mx) (X — mx)*]= || 1hxn —mx |° +0(~)
j=1n

1 4] : k
= Rx(k) — — — —)R O(—).
W)= 3 0= TORG) +06)
II est clair que si lim,_o Rx(n) = 0, les estimateurs Ry, (k) et Ry, (k) sont asympto-
tiquement sans biais.

Remarquons que si le processus X est de moyenne myx connue, on peut remplacer mx
par my dans les définitions de ﬁXn(k) et de ]A%Xn(k) Dans ce cas, ﬁXn(k) devient un es-
timateur sans biais. Cependant, on préférera souvent utiliser ’estimateur biaisé nyn(k:)
car a la différence de (Rx,n(k’))k:o,n—l la séquence (Rx,n(k))k:07n_1 est de type positif,
et donc il existe une mesure spectrale dont les coefficients (]A%Xm(k))kzoyn,l sont les pre-
miers coefficients de Fourier. Aussi, dans la suite, on travaillera toujours avec ’estimateur

.FA{Xn(k) Afin de simplifier 'exposé, on supposera que le processus X considéré est de
moyenne nulle.

12.2 Estimation empirique de la DSP : le périodogramme

L’estimateur du périodogramme (encore appelé spectrogramme) de la DSP d’un pro-
cessus X supposé centré et stationnaire au second ordre est défini par

N 1 .
Sxalf) =1 Y Xye 22, (12.13)

k=1,n

On vérifie aisément que S xn(f) est défini de fagon équivalente par

n—1
Sxnlf)= D Rxn(k)e ™. (12.14)

k=—n+1

Cette expression est & rapprocher de la relation Sx(f) = >, ., Rx(k)e ™/ qui donne
I'expression de la DSP lorsque ), ., |Rx (k)| < oo, et qui suggeére que le périodogramme
est un estimateur pertinent de la DSP.

Malheureusement, on verra un peu plus loin que le périodogramme n’est pas un estimateur
consistant ! On montrera cependant qu’il est possible en lissant le périodogramme, c’est &
dire en lui faisant subir un filtrage, d’obtenir un estimateur consistant.
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De (12.14), il vient que

n—1

ElSxa(fl= Y ( —%)Rx(lﬂ)e””"ff, (12.15)

k=—n+1

et lorsque ), ., [Rx (k)| < oo le théoréme de la convergence dominée conduit &

im0 B[Sxn(f)] = Yopeg Rx(k)e 2mhS

= Sx(f).

Remarquons qu’alors la convergence en moyenne est uniforme en f car

E[Sx.0(f)] — Sx (/)] s% N NGIED I G] (12.17)
IkI<vA lk|>/m

(12.16)

et les deux termes de droite tendent vers 0 quand n tend vers +oo.
Nous allons maintenant indiquer les propriétés asymptotiques du périodogramme en terme

de variance. Comme le cas général n’est pas simple, nous allons nous limiter & la classe
importante des processus linéaires et valeurs relles ainsi qu’aux processus harmoniques.

12.2.1 Cas des processus linéaires

On suppose maintenant que X est un processus linéaire défini par X,, = Y, ., hiV,, ol
V est un bruit blanc de variance égale a un et ), _, |hy| < 0o. La DSP de X est donc

Sx(f) =] ZkeZ hiee 2128y (f)

GO’

Comme Y, , |Rx (k)] < (3 4ez lhk])® < oo, la relation (12.17) montre que E[Sx ,(f)]
converge uniformément en f vers Sx(f).

(12.18)

Moyennant quelques calculs supplémentaires préciser le comportement asymptotique de

gX,n(f) :

Théoréme 13 Pour un processus linéaire X dont la densité spectrale de puissance Sx(f)
ne s’annule pas, S’Xn(f) converge en lot vers une variable aléatoire, de loi exponentielle
si 0 < f <1/2, et du x*(1) pour f € {0,1/2}, dont la moyenne vaut Sx(f).

De plus, si E[|V,[*] = v < 00 (62 = 1) et Y 1cp V/IF||hi| < 00, on obtient les variances
asymptotiques suivantes :

limy, 0 var[Sx n(f)] =2S%(f) si f=0,1/2
limy, 00 var[Sx.0(f)] = S%(f) sif#0,1/2 (12.19)

llmn_mo COU[SXm(fl), SXJL(fQ)] =0 s1 0 < f1 < fQ < 1/2
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12.2.2 Cas des processus harmoniques

Pour compléter I’étude du périodogramme, envisageons le cas d’un processus X défini par
Xn=> 1 pgkeszk. Pour cela, commencons par rappeler le résultat suivant

Proposition 15 Le noyau de Fejer d’ordre n défini par

. 2
Ka(f) = % (%) : (12.20)

vérifie
(12.21)

et Ve €]0,1/2[ lim, o0 [ Kpu(f)df =1

En notant [z] la partie entiére de x, remarquons maintenant que

SX,n(f) = %| Zk:l,n(ZZ:Lp 5162i7rkfl)6—2i7rkf’2

=21 (G En(fi — )+ (12.22)

S i Gl € AGID R (i — PRy (fon = )+ O(1) /).

D’apres la proposition 15, il est clair que pour toute fonction g continue,

Jm | 9(DSxaDdf = ) laPg(h). (12.23)
I=1,p

Il apparait donc que S xn(f) converge (au sens des distributions) vers la mesure aléatoire
> i—1p 1&[?d . Donc,

12.3 Lissage du périodogramme

L’estimateur spectral du périodogramme n’est pas trés satisfaisant. En effet, la conver-
gence du périodogramme a lieu en moyenne mais S xn(f) ne converge pas en moyenne
quadratique. De plus, la décorrélation asymptotique a des fréquences différentes entraine
une allure irréguliére du périodogramme, indépendamment de la régularité de la DSP

Sx(f)-

12.3.1 Fonctions intégrales du périodogramme

Cependant, lorsque le spectre de X intervient au travers de relations intégrales de la forme

/Z oD Sx(f)dF. (12.24)
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ol g est une fonction continue, I'utilisation de 'estimateur du périodogramme peut sou-
vent, étre envisagée de facon satisfaisante, comme le montre le résultat suivant, valable
pour un processus linéaire X défini par X, = >, , 7t V,,—p qui satisfait

E[|V,|*] < 00,

et D pez VIKIi| < oo

(12.25)

Proposition 16 Pour un processus X défini par X, = Y, ., hVy_p, o0 V el un bruit
blanc constitué d’une suite IID et qui vérifie (12.25), et une fonction g continue sur Z,

im | g(f)Sxn(f)df " / o()Sx(f)df. (12.26)

12.3.2 Périodogramme lissé

La proposition précédente justifie qu’en pratique on remplace souvent ’estimateur du
périodogramme par des versions lissées de celui-ci, pour lesquelles on estime le spectre a
la fréquence f en moyennant les valeurs du périodogramme sur une fenétre de fréquences
centrée sur f. Notons W(f) la fonction de pondération utilisée. En prolongeant W (f)
hors de Z de fagon périodique, le nouvel estimateur spectral est donné par

SYa(f) = /I W (f —u)Sxp(u)du. (12.27)

Dans le cas o X est un bruit blanc, pour que S’)V}/n(f) soit un estimateur asymptotique-
ment sans biais de Sx(f) il faut clairement que [ W (u)du = 1. De plus, pour assurer la
positivité de S)V}/n( f), et le fait que ce soit une fonction paire lorsque X est un processus
a valeurs réelles, il est naturel de prendre pour W une fonction paire positive. Lorsque n
tend vers l'infini, on pourra diminuer la taille du support de la fonction W, alors notée
W,, afin d’obtenir une suite d’estimateur é)V(V;;( f) de Sx(f) asymptotiquement sans biais.
On vient donc de formuler les hypothéses suivantes

Wa(f) =0
Wi(=f) = Wa(f)
JeWa(f)df =1

(12.28)

le support [— f,, fa] de W, vérifie lim,_,o fo = 0.

On peut montrer que si Sx (f) est continue alors S% (f) est asymptotiquement sans biais.

En pratique, pour construire une approximation asymptotiquement sans biais et de vari-
ance asymptotique nulle du périodogramme, on peut commencer par effectuer la FF'T de
(X1,...,X,). En prenant le module au carré de la FFT on obtient 'estimateur spectral
suivant :

gX,n(f) = SX,n(fn,k:)a (1229)
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pour f € Zy, avec f,, = k/n et

T = [foug> frur +1/n0[, et k=-n/2,n/2—1 si n est pair
Ty = [for —1/(2n), fur +1/(2n)[, etk=—(n—1)/2,(n—1)/2 sin est impair.
(12.30)
En considérant le lissage défini par
Wo= Y Waiby,,, (12.31)
|k|<mn
la version lissée de Sy ,(f) est donnée par
S¥alh) = Chicm, Sxalf = fad) Wa
(12.32)
= Z|[|§mn SX,n(fn,k - fn,l)Wn,h
pour f € Zy. Les conditions (12.28) se traduisent ici par
Wn,k Z 0
Wn,fk = Wn,k
(12.33)

ngmn Wk =1

lim,, o my,/n = 0.

n
ment sans biais et de variance asymptotique nulle.

En imposant de plus que Z\k\gmn W%k = 0, on peut montrer que S’XJL est asymptotique-

Il existe de nombreux choix de W, ;, qui permettent d’assurer simultanément la décrois-
sance vers 0 du biais et de la variance quand n — oo. Par exemple, on peut prendre
Wk = m;}c, avec My, = /1.

12.3.3 Périodogramme moyenné

Une autre approche, souvent utilisée de fagon conjointe a la précédente, consiste & d’obtenir
une réduction de variance du périodogramme en moyennant plusieurs réalisations de
celui-ci. En particulier, dans le cas de réalisations indépendantes de I’estimateur du péri-
odogramme la variance est réduite d'un facteur K !, ou K est le nombre de réalisations
du périodogramme qui sont moyennées.

Exercices

Ici, X = (X,,)nez représente un processus SSL.



Exercices 86

12.1 Si X = (X,,)nez est un processus AR(1), avec X,, = aX,,_1 +V, et |a|] < 1, calculez
la variance de I'estimateur empirique de la moyenne N='>" = X, et comparez le a la
variance de 'estimateur empirique de la moyenne d’un bruit blanc.

12.2 Reprenez 'exercice predent en prenant pour X un processus MA(1).
a) Calculez E[Ry.1(1)].
b) Si X est gaussien, montrez que

limy o T.cov(Ry 1(t), Ry (')

. (12.34)

_ T / (€2i7rf(t—t') + €2iﬂf(t+tl))5y(f)df.
[0,7—¢]

c) Comparez ce résultat avec le cas discret.

12.3 (Données manquantes) On suppose que X = (X,,),ez est un processus station-
naire au second ordre, linéaire, de fonction de covariance Rx(n). On suppose que lors
de I'observation de X certaines valeurs sont manquantes ou aberrantes et, dans ce cas,
éliminées. On est donc conduit a un processus d’observation Y de la forme Y, = ¢, X,
avec g, = 1 si X,, est enregistrée et 0 sinon. On définit

Ry(n) = lim N~ Z Grk+nGk; (12.35)

N—oo
n=1,N—n

et on supposera ici que cette limite existe effectivement. Montrer que R,(n)~" Ry x(n) est
un estimateur asymptotiquement sans biais de Rx(n).



Chapitre 13

Estimation spectrale paramétrique

Objectif L’emploi de I'estimateur empirique du périodogramme ou du périodogramme
lissé est mal adapté a certaines situations, en particulier lorsque seul un faible nombre
de coefficients de covariance du processus étudié est accessible a partir de I'observation.
Dans de tels cas, on envisage plutot 'utilisation de techniques d’estimation spectrale
paramétriques, notamment en employant des modéles de spectres rationnels.

13.1 Introduction

Ainsi qu’on I'a vu, dans le cadre de ’estimation spectrale non paramétrique, ’estimation
spectrale s’effectue plus ou moins directement & partir de la connaissance d’un estimateur
des premiers coefficients de covariance associés au spectre.

Dans certaines applications, les données disponibles ne permettent d’estimer qu’un nombre
trés réduit de coefficients de covariance du processus étudié. Dans ce cas, ’estimateur du
périodogramme aura une résolution trés médiocre (on peut définir la résolution comme 1’é-
cart de fréquence minimal & partir duquel il est possible de discriminer deux composantes
harmoniques, au sens d’un certain critére a préciser).

Pour illustrer ce probléme, considérons I’exemple suivant : en traitement du signal multi-
capteurs, on dispose souvent d’un nombre important de réalisations d’une séquence X =
[X1,..., X,]T d'un processus X = (X.).er indicé par une variable de position spatiale z
et échantillonné aux points 1,...,n au moyen de n capteurs. Les différentes réalisations
sont obtenues en considérant les valeurs prises par X & différents instants. Comme le
nombre de capteurs est généralement faible, on cherche d’abord & estimer les n premiers
coefficients de covariance de X a partir desquels on estime ensuite la mesure spectrale du
processus par des techniques paramétriques qui offrent une meilleure résolution qu’une
transformée de Fourier réalisée sur n points.

De plus, a la différence de I'estimation non paramétrique, I’approche paramétrique permet

d’intégrer des contraintes sur les coefficients de covariance et sur le spectre, relatives a
d’éventuelles informations a priori concernant le processus. Ainsi, pour certains processus,

87
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on posséde des informations spécifiques sur la partie absolument continue et sur la partie
singuliére du spectre, telles que la partie absolument continue est constante, la partie
singuliére est portée par p points, le support de la mesure spectrale est connu,...

On a déja évoqué dans le chapitre consacré aux processus a spectre rationnel I'intérét de la
modélisation ARMA. On pourra estimer les paramétres d’'un modéle ARMA en optimisant
des critéres statistiques classiques tels que le critére du maximum du vraisemblance.

Dans ce chapitre, on se limitera a des approches de I'estimation des modéles ARMA par
la minimisation de critéres d’erreur quadratique moyenne.

13.2 Estimation spectrale des modéles AR

Pour estimer les coefficients d’'un modéle AR, d’ordre p

Xot+ Y aXo=V, (13.1)
k=1,p
on peut utiliser les équations de Yule- Walker, obtenues dans le cadre de la prédiction
linéaire & horizon fini (paragraphe 8.2)

Rx()+ > aRx(l—k) =0, I=1p. (13.2)
k=1,p
Rappelons que ces équations sont obtenues en minimisant le critére d’erreur quadratique
moyenne || X, + zk:Lp arXn_k |2

Pour estimer les coefficients (ax)k=1, du modéle AR, on peut alors chercher a résoudre
les équations de Yule-Walker en remplacant les coefficients de covariance Rx (k) par leurs
estimateurs R x .~ (k). On peut démontrer que la solution alors obtenue pour les coefficients
(ag)k=1, tend & correspondre a l'estimateur du maximum de vraisemblance lorsque N
devient grand (voir par exemple [9] p. 178). On verra en cours de traitement de la parole
qu’il existe un algorithme rapide pour résoudre les équations de Yule-Walker : I'algorithme
de Levinson.

13.3 Estimation spectrale des modéles ARMA

La modélisation ARMA du spectre d’un processus consiste & identifier ce processus a la
sortie d'un filtre de fonction de transfert est connu,....

b(2) B leo,q bz~

h(z) = = , 13.3
(2) a(z) 1+, akz " (13.3)
excité par un bruit blanc de variance unité. Le spectre est alors estimé par
B b 62i7rf 2
Sx(f) = ole )| (13.4)

- ]a(e%’rf)P'



13. Estimation spectrale paramétrique 89

13.3.1 Estimation de la partie AR

On notera ici (Xg)k—1 n les variables observées. On peut montrer que

Rx(n)+ > aRx(n—k)=0, n>q. (13.5)

k=1,p

Pour £ =0, N — 1, on estime les Rx (k) par

Rxn(k) =% ss e o X5
(13.6)

En général, on n’utilise pas toutes les valeurs JA%XjN(k:) disponibles, car les variances des
estimateurs de Ry (k) obtenus pour k proche de N sont élevées. Notons (Rx n(k))k=—nr
avec M < N, la séquence utilisée.

Les coeflicients de covariance estimés vérifient les relations

RX,N(”) + Z akRX,N(n —k)=¢e, n>gq, (13.7)

k=1,p

ol &, représente une erreur liée a I'estimation des coefficients de covariance. L’estimation
_ T . s . A

de a = [ay,..,a,)" au sens des moindres carrés & partir de (Rx n(k))g=—nrr est donc
donnée par

A . ~ al 2

G = arg min g |Rx n(n) + g apRx n(n — k)%, (13.8)

a
l=q+1,M k=1,p

soit, en supposant que M — q > p,
a=—(RIR)T'RT[Rxn(qg+1),..., Rx y(M)]T, (13.9)

avec

~

Rx n(q) o RX,N(Q +1—-p)

=
I

. . (13.10)
RX,N(M—l) .. RXJV(M—p)

13.3.2 Estimation de la partie MA

L’estimation de la partie MA est plus délicate et ne sera pas envisagée ici. Notons sim-
plement quesi I’on ne cherche pas les coefficients b; mais seulement la DSP de X, il suffit

alors de poser
’ Z ble—2i7rlf|2 — Z Bke—2i7rkf’ (1311)

1=0,g k=—q,q

et de remarquer que les coefficients de Fourier de Y défini par

Yo=Xo+ Y axXo g (13.12)

k=1,p
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vérifient Ry (k) = Bk (k = —q,q). On identifie alors les estimateurs des coefficients S par
les relations

) R RX,N<k) . RXJV(k — p)
By = Ryn(k) =1 a"] {

] . (13.13)

Q> =

ﬁX,N(kj + p) . RX,N(k)

13.4 Synthése de filtres rationnels

Dans le méme ordre d’idée que l'estimation spectrale ARMA discutée ci-dessus, ou il
s’agissait de trouver les coefficients d’'une DSP rationnelle & partir de ses coefficients de
covariance estimés, on peut chercher a estimer une fonction de transfert rationnelle qui
corresponde au mieux, au sens d’un critére quadratique, a une réponse impulsionnelle
fixée. Si ce probléme n’entre pas directement dans le cadre de 'estimation des spectres
rationnels, la démarche proposée présente cependant des analogies avec I’étude précédente.

Pour réaliser un filtre causal stable dont la réponse impulsionnelle est (hg, )nen, on cherche
a approcher ce filtre par un filtre causal stable de fonction de transfert rationnelle

b(z) Zl:O,q bzt

h(z) = - , 13.14

(2) a(z) 14> ,mz" ( )

que l'on note également h(z) = > .;h,27". On peut alors chercher les coefficients
(ak)k=1,p €t (bi)i=0,4 qui minimisent le critére

T =" lhan — hnl*, (13.15)

n=0,N

qui prend en compte les N+1 premiers coefficients de la réponse impulsionnelle & identifier.

En considérant par exemple le cas simple ot

h(z) =b(1+az"')"?

= ZkeN b(_a)kz_kv

avec |a|] < 1, il apparait que J est une fonction non linéaire des paramétres a estimer. Aussi,
pour simplifier le traitement du probléme, on utilise généralement la méthode de Prony
qui consiste & minimiser la distance entre les coefficients des réponses impulsionnelles des
filtres de fonctions de transfert h(z)a(z) et b(z).

(13.16)

Ainsi, en notant ag = 1, et b, = 0 pour n > ¢, on est conduit 4 minimiser la fonctionnelle

J(CL, b) = Z | Z akhd,n—k - bn|2 (1317)

n=0,N k=0,p

En considérant J(a,b) comme une fonction de la variable b paramétrée par a, on calcule
classiquement optimum b = g(a) puis on cherche optimum en a de J(a,g(a)). Ainsi,
comme

J(a,b) =|| Ho[1 a™]" —b || + || vs + Ha |)?, (13.18)
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avec ~
hao O 0
H, = hai hao 0 0 7
| hdq hd,q—l hd q—p
_ 13.19
hd,q : hd»‘]*erl ( )
H = ,
| han-1 - - hanp
et vy, = [hd,q-i-la <y hd,N]Tv
il vient, en supposant que N — g > p,
a = —(HHH)_lHth,
(13.20)

Exercices

Dans cette section, X = (X,,)nez repésente un processus SSL.
13.1 Montrer les équations (13.5).

13.1 (Estimation de amplitude d’une sinusoide bruitée) Soit X un processus
SSL de la forme '
X, = &emio Ly (13.21)

ou £ est une varaible aléatoire centrée et V = (V},)nez un bruit blanc circulaire, décorrélé
avec £. fp est supposée connue de méme que les premiers coefficients de covariance de X,
notés (Rx(k))k—on. On cherche ici la valeur de &.

a) & est estimée comme une fonction linéaire X, ..., X,y :
= hiXo (13.22)
k=0,N
On cherche le vecteur h = [hy, ..., hy]? solution du probléme d’optimisatio suivant :

miny, || R7X,, ||
(13.23)
th(fO) = 1a

o X, = [Xp, ..., Xpun|T et d(f) = e*™I[1, €2/ .. e2™N/T Donnez une interpréta-
tion de ce critére. Soit T'x n la matrice de covariance de X,,. Montrez que 'optimum de
(13.23) est donné par
) Tx'vd
h= );N_(lf(’) . (13.24)
d(fo)"Tx nd(fo)
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b) Soit Ty x la matrice de covariance de V,, = [V,,,..., Vn]T et Tsny = Tx.n — Tvn.
Lorsque h est choisi comme la solution du probléme suivant

hATg nh
max

oV 13.25
h hHTV’Nh’ ( )

que reprsente t’il? Montrez que 'optimum de ce probléme est défini a un facteur prés
et donnez ’expression de sa solution. En introduisant la contraintde de normalisation
supplémentaire hfd(fy) = 1, montrez que 'on obtient la solution du probléme (13.23).

c) On suppose maintenant que V est gaussien. Calculez 1'estimateur du maximum de
varisemblance de £ obtenu en minimisant la densité de probabilité de X,, conditionellement
a &. Quelle remarque peut -on faire ?

13.2 ( Estimateur spectral de Capon) Soit X un processus SSL. Pour trouver un
estimateur du spectre de X pour la fréquence f, on se donne le modéle suivant : X,, =
£pe?™ +V, ot V = (V,,)nez est un bruit blanc décorrélé avec &;.

a) On estime &; comme dans I'exercice précédant par hj' Xy, avec X, = [X,,, ..., Xpyn]”
Montrez que 'estimateur du spectre de X, noté Sc(f), appelé estimateur spectral de
Capon, et donné par Sc(f) = (N + 1) || b X, ||?, peut se réécrire

N +1
d(f)H T d(f)

ou [TX,N]ab = RX7N<G — b) et d(f) = [1, szf, e ,62m(N71)f}T.

Swv(f) = (13.26)

b) Calculez Sc(f) lorsque X est un bruit blanc et lorsque X est de la forme X, =
ge2m™fo 'V ot V est un bruit blanc.

(13.3 (Sinusoide bruitée) Soit X tel que
X, = Ae¥™bo Ly (13.27)
ou A et fy sont inconnues (A € C) et V = (V,,)nez est un bruit blanc gaussien circulaire.

a) Montrez que l'estimateur du maximum de vraisemblance de (A, fy), noté (A, fy), est
donné par

fo = argmax;d(f)"Tx nd(f)
(13.28)

A =11 d(fo) II72 d(fo) "X,
ol [TX,N]ab = }%X,N(a — b) et d(f) = [1, 62i7rft, Ce ,GQiﬁ(Nil)ft]T.

b) Interprétez (A, fo) en termes de transformée de Fourier et de périodogramme de X.

13.4 On suppose que X est un processus MA(g). Exprimez la log-vraisemblance de
Xq,..., Xy en fonction des coefficients du modéle.



Annexe A

Annexe - Critére de Dirichlet

Lemme 1 (de Riemman-Lebesgue). Si S(f) est une fonction continue, périodique de péri-
ode 1,

lim [ e*™S(f)df = 0. (A1)

t—o00 T

Théoréme 14 Si une fonction S, périodique de période 1, admet des limites S(f~) et
S(fT) & gauche et & droite au point f, et si la fonction

w =  [S(f +u) + S(f — u) = S(F*) = S() (A.2)

est bornée au voisinage de 0, la série de Fourier associée a S converge vers %[S(fﬂ +

S(f7)] au point f.

Corollaire 1 S: S, périodique de période 1, est continue, dérivable par morceaux, et de
fonction dérivée bornée, la série de Fourier associée a S converge vers S(f) en tout point

f.

Démonstration On vérifie facilement que le lemme est vérifié pour les fonctions en
escalier. Comme toute fonction continue S(f) est limite uniforme d’une suite de fonctions

en escalier (¢,(f)) >0

Ve >0,dN e N, Vn > N, dT,, e R, Vt > T,

| [ S(Ndf] < | [ 2™ on(f)df| + [ 1¢n(f) — S(f)ldf (A.3)

<e.

93



A. Annexe - Critére de Dirichlet 94

Pour montrer le théoréme, remarquons par

Z _ —217rkf / eka )du
k= nn . Z

k=—n,n

[ sin(m(2n +1)(u — f)) O
-/ sy

B / sin(7(2n + 1)u)

B sin(mu)

S(u+ f)du

_ 1 /I sin(w(?n + 1)U) [S(f + u) + S(f — u)]du

T2 sin(mu)

i 2 1
Pour S(f) = 1sur Z, R(k) = dp 4, donc / sin(r(2n + L) du = 1. Ainsi,

I sin(mu)

| 2ok R(R)e™ 2 — S[S(f+) + S(f)]]
’/I(usin(ﬂ(2n + 1)u)

<
- sin(mu)

>(£[S(f +u) +S(f —u) = S(F) = SUIdul -y 5

u
< :
<C| /I Sin (o) sin(m(2n + 1)u)du,

ou C est une constante. Comme ﬁ est continue sur Z — {0}, et se prolonge par

continuité sur Z, le lemme de Riemman-Lebesgue permet de conclure.
Le corrolaire est une conséquence directe du théoréme.

Remarque L’hypothése Y, ., [Rx (k)| < oo souvent faite dans ce document se trouve
également vérifiée pour les processus dont la mesure spectrale est absolument continue
(par rapport & la mesure de Lebesgue) et dont la DSP est continue et dérivable par
morceaux, et de dérivée bornée.

En effet, pour un tel processus X, de DSP Sx(f), il vient, en effectuant une intégration
par partie

) 2imn f 2imnf
Ry(n) = /I FTISx()df = [Sx(f) 5112, ~ / —— Sk (f)df]

2imn 7 27N
(A.6)
€2i7rnf S/ y
avec S (f) = if x(f ) En notant ¢, les coefficients de Fourier de S%(f), il apparait que
Rx(n) = —(2imn)'¢,. Donc
(lenl =071 = |eal* — 47| Rx (n)| + n 72
(A.7)

>0

)
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et d’aprés 'inégalité de Perseval,

D onez 1Bx ()| < Rx(0) +

1 1
< RxO+ = w4 [ISkPdr

ce qui justifie la remarque.

4

LS (Jeal? +172)

nez*

neN*
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Classement bibliographique.

— Probabilités et processus : [1]-[5]
— Processus stationnaires : [6]-[15]
— Statistiques : [16]-[18]

— Analyse de Fourier : [19]-]20]
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Notations et abréviations

|z, [M]
o, MT

x*, v, M*

diag(M1, ..., \n)
I 1,

B

Relz], Zm|z]

a = b mod|p]

N, Z, R, C

module d’un nombre complexe, déterminant d’une matrice
transposé d’un vecteur, ou d’une matrice

valeur conjuguée d’un scalaire, d’'un vecteur, ou d’une matrice
valeur transposée et conjugué d’un vecteur ou d’une matrice
élément d’indice ¢ d’un vecteur, ou (7, j) d’une matrice
produit scalaire de = et de y

trace d’une matrice

sign(x) = +1,—1,0, si x est positif, négatif, nul

partie entiére du nombre x

symbole de Kronecker : 0,3, = 1 si @ = b, et 0 sinon

mesure de Dirac portée par a

gradient de la fonction f par rapport a la variable x
matrice diagonale de termes diagonaux Ay,..., A,

matrice identité, matrice identité de taille n

norme de X (la norme choisie est définie par le contexte)
partie réelle, imaginaire, de 2

a est le reste de la division de b par p

ensembles des nombres entiers, entiers relatifs,
réels, et complexes
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Notations et abréviations.

D disque unité ouvert

z intervalle |-1/2,1/2]

ck ensemble des fonctions k fois dérivables, de dérivées continues
C*(K) ensemble des fonctions infiniment dérivables,

de support compact et contenu dans K
B(R™) tribu borelienne de R"

vect{(X;)icr} espace vectoriel engendré par les combinaisons linéaires
finies des X;

vect{(X;)icr} prolongement de vect{(X;);cr} en un espace complet

Ty fonction indicatrice de ’ensemble A
E[X] espérance mathématique de X
E[X|/Y] espérance de X conditionnellement & Y
var[X] variance de X

cov[X,Y] covariance de X et de Y

X|H, X|Y projection orthogonale de X sur l'espace H,
sur l'espace vect{Y}

X1lY les variables X et Y sont orthogonales,
ie E[(X —E[X])(Y —E[Y])*] =0

[h(2)] X, valeur a linstant n de la sortie du filtre de fonction
de transfert h(z) excité par le processus (X,,)nez

S somme orthogonale d’espaces vectoriels
m.q., p.S. en moyenne quadratique, presque strement
p-s P L

. m.qg. ~ .
=, =, —,— convergence presque stre, en moyenne quadratique,
en probabilité, en loi

DSP densité spectrale de puissance

suite 11D suite de variables aléatoires indépendantes
et identiquement distribuées
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Index

échantillonnage, 28
équation
aux différences, 62
d’état, 64
de Chapmann-Kolmogorov, 42
de Yule-Walker, 57

algorithme
de Levinson, 85
K-moyenne, 54

borne de Cramer-Rao, 70
bruit

blanc, 19
bruit blanc, 37

chaine de Markov
homogeéne, 41
chaines de Markov, 41
chaine de Markov, 41
communications
a spectre étalé, 54
convergence
d’un estimateur, 68
en moyenne quadratique, 13
covariances cycliques, 44
critére
d’erreur quadratique moyenne, 68
de Dirichlet, 90
des moindres carrés , 71
du maximum de vraisemblance, 71

démodulation, 51
Détecteur quadratique, 52
détecteur quadratique, 46
Détection de maximum, 53
DSP, 21

effet Doppler, 53
erreur de prédiction

a horizon fini, 57
espérance conditionnelle, 55
estimateur, 67

de Capon, 89

biais, 68

consistant, 68

des moindres carrés , 71

du maximum de vraisemblance, 71
efficace, 71

linéaire sans biais, 71

estimation

des DSP rationnelles, 85

des filtres ARMA, 85

des filtres MA, 87

empirique de la DSP, 78
empirique de la moyenne, 76
empirique des covariances, 77
empirique des moments, 70
paramétrique de la DSP, 84

estimator

periodogram, 24

filtrage

des processus stationnaires, 30
relations
covariances et spectres, 31

filtre

adapté, 59
dérivateur, 33
de Hilbert, 49
passe bande, 32

fonction

de cotit, 68

formule

des interférences, 31

harmonic process, 19

interpolation linéaire, 58

lemme

de Riemman-Lebesgue, 90

Limiteur saturé, 53
limiteur saturé, 47

méthode
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de Prony, 87 harmonique, 80

matrice linéaire, 75, 79
companion, 64 markovien, 41
de Toeplitz, 56 mouvement brownien, 42
de transition, 42 multivarié, 40

matrices de covariance stationnaire, 17

circulantes, 29
matrices de covariance circulantes, 29
matrix

quantification, 53

) ) représentation
Toeplitz matrix, 20 analytique, 49
fnesure d’état, 64
spectrale, 22 de Rice, 50
modéle
statistique, 67 spectre
modulation de raies, 80
BLU, 49
en amplitude, 48 théoreme
en phase et en quadrature, 49 de Birkhoff-Von Neumann, 18
modulation de phase, 52 de Slutsky, 19
mouvement brownien, 38 de Bochner, 23
moyenne quadratique de Bussgang, 48
continuité, 14 Toeplitz matrix, 20
convergence, 13 .
variance

dérivation, 14

) . ériodogramme, 79
intégration, 15 P &

périodogramme, 78
intégration, 80
lissage, 81
moyennage, 82
variance, 79

periodogram, 24

prédiction linéaire
a horizon fini, 56

probabilité
stationnaire, 43
process
harmonic process, 19
with orthogonal increments, 29
processus
a spectre rationnel, 62
de poisson, 36
ARMA, 63
bruit blanc, 37
circulaire, 39
cyclostationnaires, 38
du second ordre, 12
ergodique, 17, 69
gaussien, 35
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échantillonnage, 29
équation
aux différences, 65
d’état, 67
de Chapmann-Kolmogorov, 44
de Yule-Walker, 59

algorithme
de Levinson, 88
K-moyenne, 56

borne de Cramer-Rao, 73
bruit

blanc, 20
bruit blanc, 39

chaine de Markov
homogeéne, 43
chaines de Markov, 43
chaine de Markov, 43
communications
a spectre étalé, 56
convergence
d’un estimateur, 71
en moyenne quadratique, 13
covariances cycliques, 46
critére
d’erreur quadratique moyenne, 71
de Dirichlet, 93
des moindres carrés , 74
du maximum de vraisemblance, 74

démodulation, 53
Détecteur quadratique, 54
détecteur quadratique, 48
Détection de maximum, 55
DSP, 21

effet Doppler, 55
erreur de prédiction

a horizon fini, 59
espérance conditionnelle, 57
estimateur, 70

de Capon, 92

biais, 71

consistant, 71

des moindres carrés , 74

du maximum de vraisemblance, 74
efficace, 74

linéaire sans biais, 74

estimation

des DSP rationnelles, 88

des filtres ARMA, 88

des filtres MA, 90

empirique de la DSP, 81
empirique de la moyenne, 79
empirique des covariances, 80
empirique des moments, 73
paramétrique de la DSP, 87

estimator

periodogram, 25

filtrage

des processus stationnaires, 32
relations
covariances et spectres, 33

filtre

adapté, 61
dérivateur, 35
de Hilbert, 51
passe bande, 34

fonction

de cotit, 71

formule

des interférences, 33

harmonic process, 20

interpolation linéaire, 60

lemme

de Riemman-Lebesgue, 93

Limiteur saturé, 55
limiteur saturé, 49

méthode
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de Prony, 90 harmonique, 83

matrice linéaire, 78, 82
companion, 67 markovien, 43
de Toeplitz, 58 mouvement brownien, 44
de transition, 44 multivarié, 42

matrices de covariance stationnaire, 17

circulantes, 30
matrices de covariance circulantes, 30
matrix

quantification, 55

) ) représentation
Toeplitz matrix, 20 analytique, 51
fnesure d’état, 67
spectrale, 23 de Rice, 52
modéle
statistique, 70 spectre
modulation de raies, 83
BLU, 51
en amplitude, 50 théoreme
en phase et en quadrature, 51 de Birkhoff-Von Neumann, 18
modulation de phase, 54 de Slutsky, 19
mouvement brownien, 40 de Bochner, 23
moyenne quadratique de Bussgang, 50
continuité, 14 Toeplitz matrix, 20
convergence, 13 .
variance

dérivation, 14

. . ériodogramme, 82
intégration, 15 P &

périodogramme, 81
intégration, 83
lissage, 84
moyennage, 85
variance, 82

periodogram, 25

prédiction linéaire
a horizon fini, 58

probabilité
stationnaire, 45
process
harmonic process, 20
with orthogonal increments, 30
processus
a spectre rationnel, 65
de poisson, 38
ARMA, 66
bruit blanc, 39
circulaire, 41
cyclostationnaires, 40
du second ordre, 12
ergodique, 18, 72
gaussien, 37



